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6.1  परिमिती  

एका बंदिस्त समतल आकृतीची परिमिती तमु्हाला आठवत आह ेका? चला आपले आकलन जागतृ 
करुया. 

जेव्हा तमु्ही कोणत्याही बंदिस्त समतल आकृतीभोवती चालत एक फेरी परू्ण करता तेव्हा तिच्या 
सीमा रेषवेरून तमु्ही आक्रमिलेले अतंर म्हणजेच त्या आकृतीची परिमिती होय. रेषाखडंानी बनलेल्या एका 
समतल बंदिस्त आकृतीची म्हणजेच बहुभुजाकृतीची परिमिती ही तिच्या सर्व बाजूंच्या लांबीची बेरीज होय. 
म्हणजेच तिच्या परिसीमचे ेएकूण अतंर होय.

एका बहुभजुाकृतीची परिमिती = तिच्या सर्व बाजूंच्या लांबीची बेरीज

चला, आपण आता आयतांच्या, चौरसांच्या आणि त्रिकोणांच्या परिमितीच्या सतू्रांची उजळणी करुया.

आयताची परिमिती

लांबी आणि रुंद ी ही अनकु्रम े12 सें. मी. आणि 8 सें. मी. असणाऱ्या एका ABCD आयताचा विचार 
करु. त्याची परिमिती किती आह?े 

A B

CD

8 
सें.

 म
ी.

12 सें. मी.
	 आयताची परिमिती   = त्याच्या चार बाजूंच्या लांबीची बेरीज 

			        = AB + BC + CD + DA

			        = AB + BC + AB + BC 

			        = 2AB + 2BC 

प्रक
रण

 - 
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			        = 2 (AB + BC) आयताच्या संमखु बाज ू
नेहमी समान असतात. 
म्हणनू AB = CD आणि         
         AD = BC

			        = 2(12 सें.मी. + 8 सें. मी.) 

			        = 220 सें. मी. 

			        = 40 सें. मी.  

या उदाहरणावरुन आम्हाला असे दिसनू येते की 

आयताची परिमिती = लांबी + रुं दी + लांबी + रुं दी 

आयताची परिमिती = 2(लांबी + रुंद ी) आयताची परिमिती ही त्यांच्या लांबी आणि रुंद ीच्या बेरजेच्या 
दपु्पट असते. 

1 मी.चौरसाची परिमिती

दिबोजीतला 1 मी. बाज ू असणाऱ्या एका चौरसाकार फोटोच्या फ्रे मला 
सभोवताली रंगीत टेप लावायची आह.े त्याला आवश्यक असणाऱ्या रंगीत टेपची 
लांबी किती असेल? म्हणनू दिबोजीतला चौरसाकार फोटोच्या फ्रे मला सभोवताली 
रंगीत टेप लावण्यासाठी त्या फोटो फ्रे मची परिमिती काढण ेगरजेच ेआह.े

अशाप्रकारे लागणाऱ्या टेपची लांबी 	 = चौरसाची परिमिती 

					     = चौरसाच्या सर्व चार बाजूंच्या लांबीची बेरीज 

					     = 1 मी. + 1 मी. + 1 मी. + 1 मी. 

					     = 4 मी.

आता आपल्याला माहित आह ेकी, चौरसाच्या सर्व चार बाज ूसमान लांबीच्या आहते. म्हणनू प्रत्येक 
बाजचूी लांबी मिळविण्याऐवजी आम्ही एका बाजचू्या लांबीला 4 ने गणु ूशकतो. 

अशाप्रकारे आवश्यक असलेल्या टेपची लांबी = 4 x1 मी. = 4 मी. 

या उदाहरणावरुन आम्हाला असे दिसनू येते की, 

चौरसाची परिमिती = 4 x एका बाजूची लांबी 

चौरसाची परिमिती ही त्याच्या बाजचू्या लांबीच्या चारपट असते.
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त्रिकोणाची परिमिती 

5 सें. मी. 4 सें. मी.

7 सें. मी.

दिलेल्या तीन बाजूंची लांबी 4 सें. मी., 5 सें. मी. आणि  
7 सें.मी. असणाऱ्या एका त्रिकोणाचा विचार करु.

त्रिकोणाची परिमिती  =  4 सें. मी. + 5 सें. मी. + 7 सें. मी.

			   = 16 सें. मी.

त्रिकोणाची परिमिती   =  त्याच्या तीन बाजूंच्या लांबीची बेरीज

उदाहरण : अक्षीला 3 मी. लांब आणि 2 मी. रुंद ी असलेल्या एका आयताकार टेबलाच्या आच्छादनाला 
सभोवताली नक्षीची झालर लावायची आह.े तर आवश्यक असलेल्या नक्षीदार झालरची लांबी काढा.  

उकल : आयताकार टेबलाच्या आच्छादनाची लांबी = 3 मी. 

	 आयताकार टेबलाच्या आच्छादनाची रुंद ी = 2 मी.

अक्षीला टेबलाच्या आच्छादनाच्या सभोवताली नक्षीची झालर लावायची 
आह.े

म्हणनू आवश्यक असणाऱ्या नक्षीदार झालरची लांबी ही आयताकार 
टेबलाच्या आच्छादनाची परिमिती अस ूशकते.

आता आयताकार टेबलाच्या आच्छादनाची परिमिती = 2 x ( लांबी + रुंद ी)

 						      = 2 x (3 मी. +2 मी.) 

					      	 = 2 x 5 मी. 

						      = 10 मी. 

म्हणनू आवश्यक असलेल्या नक्षीदार झालरची लांबी 10 मी. आह.े 
उदाहरण: जर उषाला 75 मी. लांबी असलेल्या एका 
चौरसाकृती उद्यानाला सभोवताली तीन फेरे मारायच ेअसतील 
तर तिने आक्रमिलेले अतंर काढा.
उकल :  
चौरसाकृती उद्यानाची परिमिती  = 4 x एका बाजचूी लांबी
			          = 4 x 75 मी.
			          = 300 मी.
उषाने एका फेरीत आक्रमिलेले अतंर = 300 मी.
म्हणनू उषाने तीन फेऱ्यांमध्ये आक्रमिलेले एकूण अतंर
3 x 300 मी. =  900 मी.

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



4

J{UV

*  	 शोधा पाहू.

1)	  गाळलेली पद ेशोधा.

a) 	 आयताची परिमिती  =  14 सें.मी., रुंद ी = 2 सें.मी., लांबी =?

b) 	 चौरसाची परिमिती  =  20 सें.मी., एका बाजचूी लांबी =?

c) 	 आयताची परिमिती  =  12 मी., लांबी = 3 मी., रुंद ी =?

2) 	 5 सें. मी. आणि 3 सें. मी. बाजूंची लांबी असलेला एक आयत एका तारेच्या तकु�ाचा उपयोग करून 
बनविला आह.े जर ती तार सरळ केली आणि नंतर वाकवनू चौरस रुप दणे्यात आले तर चौरसाच्या 
एका बाजचूी लांबी किती असेल?

3) 	 परिमिती 55 सें. मी. असणाऱ्या आणि दोन बाजूंची लांबी ही अनकु्रम े20 सें.मी. आणि 14 सें.मी. 
असलेल्या एका त्रिकोणाची तिसरी बाज ूकाढा.

4) 	 लांबी 150 मी. आणि 120 मी. रुंद ी असणाऱ्या एका आयताकार उद्यानाला `40 दर मीटर प्रमाण े
कंुपण घालण्यासाठी कंुपणाचा किती खर्च होईल?

5) 	त ारेचा एक तकुडा 36 सें.मी. लांबीचा आह.े जर तारेचा तकुडा खालील रुपात वापरला तर प्रत्येक 
बाजचूी लांबी किती होईल?

a) 	 चौरस

b)  	 सर्व बाज ूसमान लांबीच्या असलेला त्रिकोण.

c) 	 समान लांबीच्या बाज ूअसलेला एक षटकोन. (सहा बाजनूी बंदिस्त असलेली आकृती) 

6) 	 लांबी 230 मी. आणि रुंद ी 160 मी. असलेले एका शतेकऱ्याच ेआयताकार शते आह.े आकृतीत 
दर्शविल्याप्रमाण े दोरीच्या तीन फेऱ्यांनी त्याला शतेाला कंुपण करावयाच े आह.े तर एकूण किती 
लांबीची दोरी आवश्यक आह?े
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गणिती कोडे

133

अक्षी आणि तोशी आयताकार धावपट्टीच्या मार्गाने आकृतीत 
दर्शविल्याप्रमाण ेधावण्यास सरुुवात करतात. अक्षी बाहरेील धावपट्टीतनू 
पळते आणि 5 फेऱ्या परू्ण करत. तोशी आतील धावपट्टीतनू पळते आणि 
7 फेऱ्या परू्ण करत. आता ते स्वतःशी विचार करतात की, कोण अधिक 
धावले आह?े जास्त अतंर कोण धावले आह ेह ेकाढा.

तोशीचा प्रारभ बिदू अक्षीचा प्रारभ बिदू

70 मी.
40

 म
ी.

60 मी.
30

 म
ी.

 

प्रत्येक धावपट्टी ही आयताकार आह.े अक्षीच्या धावपट्टीची लांबी 70 मी. आणि रुंद ी 40 मी. आह.े या 
धावपट्टीवर एक परू्ण फेरी धावल्यास 220 मी. अतंर आक्रमिले जाते. म्हणजेच 2 x (70+40) मी. = 220 
मी. ह ेअक्षीने एका फेरीत आक्रमिलेले अतंर आह.े

* 	 शोधा पाहू.
1) 	 अक्षीने 5 फेऱ्यांमध्ये आक्रमिलेले एकूण अतंर काढा.

2) 	त ोशीने 5 फेऱ्यांमध्ये आक्रमिलेले एकूण अतंर काढा. अधिक अतंर कोण धावते?

3)	वि चार करा आणि सचुनेप्रमाण ेस्थितीनसुार खणुा करा.

a) 	 अक्षीने 250 मी. धावल्यानंतर ती असलेल्या बिदलूा  'A' अशी खणु करा.

b) 	 अक्षीने 500 मी. धावल्यानंतर ती असलेल्या बिदलूा  'B' अशी खणु करा.

c) 	 आता अक्षीने 1000 मी. अतंर धावले आह.े तिने तिच्या धावपट्टीभोवती किती फेऱ्या परू्ण केल्या   
आहते? तिच ेस्थान  'C' असे चिन्हांकीत करा.

d) 	त ोशीने 250 मी. धावल्यानंतर ती असलेल्या बिदलूा 'X' अशी खणु करा.

e) 	त ोशीने 500 मी. धावल्यानंतर ती असलेल्या बिदलूा 'Y' अशी खणु करा.

f) 	 आता तोशीने 1000 मी. अतंर धावले आह.े तिने तिच्या धावपट्टीभोवती किती फेऱ्या परू्ण केल्या 
आहते? तिच ेस्थान  'Z' असे चिन्हांकीत करा.
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*   सखोल विचार 

समाईक अतंिम रेषा

150 मी.

100 मी.

सामान्यपण े शर्यतीमध्ये सर्व धावपट्टंूसाठी एक समाईक अतंिम 
रेषा असते. येथे दोन चौरसाकृती धावण्याच्या धावपट्टया असनू आतील 
धावपट्टीची प्रत्येक बाज ू100 मी. आणि बाहरेील धावपट्टीची प्रत्येक बाज ू
150 मी. आह.े दोन्ही धावपट्टंूची समाईक अतंिम रेषा ही धावपट्टीच्या 
एका बाजचू्या मध्यभागी ध्वजाने आकृतीत दर्शविली आह.े

जर एकूण शर्यत 350 मी. असेल तर आपल्याला सरुुवातीची 
स्थिती कोठे आह ेह ेशोधावे लागेल. दोन्ही धावपट्टू या दोन धावपट्ट यांवर 
असावेत जेणकेरून ते 350 मी. धावल्यानंतर दोघांची अतंिम रेषा समान 
असेल. आतील धावपट्टीवरील धावपट्टूचा सरुुवातीचा बिद ू'A' आणि 
बाहरेील धावपट्टीवरील धावपट्टूचा सरुुवातीचा बिद ू'B' असे चिन्हांकीत 
करा.

*   अंदाज करा आणि पडताळा 						        

एक कागदाचा किवा वर्तमानपत्राचा तकुडा घ्या. कागद वेगवेगळ्या प्रकारे 
कापनू कांही यादृच्छिक आकार बनवा. प्रत्येक आकाराच्या सीमांच्या एकूण 
लांबीचा अदंाज लावा. नंतर प्रत्येक आकाराची परिमिती मोजण्यासाठी आणि 
पडताळा करण्यासाठी मोजपट्टीचा उपयोग करा.

* 	 अक्षी म्हणते की, या त्रिकोणाच्या आकाराची परिमिती 9 एकके आह.े 
तोशी म्हणते की, परिमिती 9 एकके अस ूशकत नाही आणि परिमिती ही 9 
एककापेक्षा जास्त असेल. तमु्ही काय विचार कराल? 

परिमिती 9 
एकके आह.े

नाही. ती परिमिती 9  
एककापेक्षा जास्त असेल.
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या आकृतीमध्ये दोन वेगवेगळ्या एकक लांबीच्या रेषा आहते. लाल रेषचेी आणि निळ्या रेषचेी लांबी 
मोजा. त्या समान आह ेका? आम्ही लाल रेषांना - सरळ रेषा आणि निळ्या रेषलेा - कर्ण रेषा म्हण ूशकतो. 
म्हणनू या त्रिकोणाची परिमिती 6 सरळ एकके + 3 कर्ण एकके आह.े ह ेआम्ही संक्षिप्त स्वरुपात 6s + 3d 
एकके असे लिहू शकतो.

*      खालील आकृत्यांची परिमिती ही सरळ आणि कर्ण एककांच्या स्वरुपात लिहा.

135

C

नियमित बहुभुजाकृतीची परिमिती  
चौरसाप्रमाण ेसर्व बाज ूआणि सर्व कोन समान असणाऱ्या बंदिस्त आकृतीला नियमित बहुभजुाकृती 

असे म्हणतात. आम्ही प्रकरण 1 मध्ये नियमित बहुभुजाकृतीचा क्रम हा 'आकार क्रम ' असे अभ्यासलेले 
आह.े समभजु त्रिकोण ही नियमित बहुभजुाकृतीची उदाहरण ेआहते. (जेथे सर्व तीन बाज ूआणि सर्व तीन कोन 
समान असतात) नियमित पंचभजुाकृती (जेथे सर्व पाच बाज ूआणि सर्व पाच कोन समान असतात) इत्यादी.

समभुज त्रिकोणाची परिमिती  A

B C

आपल्याला माहित आह ेकी, कोणत्याही त्रिकोणाची परिमिती ही 
त्याच्या सर्व तीन बाजूंची बेरीज होय.

या आकलनाचा उपयोग करून आम्ही समभजु त्रिकोणाची परिमिती 
काढू शकतो.

समभजु त्रिकोणाची परिमिती 	 =  AB + BC + AC 

				    =  AB + AB + AB 

				    =  एका बाजचू्या लांबीची तिप्पट 

समभजु त्रिकोणाची परिमिती = 3x एका बाजचूी लांबी.

चौरस आणि समभजु त्रिकोण यामध्ये काय साम्य आह?े

*  	त मुच्या सभोवतालच्या नियमित आकार असणाऱ्या विविध वस्तू शोधा आणि त्यांची परिमिती काढा. 
त्याचप्रमाण ेइतर नियमित बहुभजुाकृतींच्या परिमितीसाठी तमुच्या आकलनाने सामान्यीकरण करा. 
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शिक्षकांसाठी सचूना

नियमित बहुभजुाकृती विषयी अधिक चर्चा करा आणि एका नियमित बहुभजुाकृतीची परिमिती 
काढण्यासाठी सामान्य सतू्राच्या निष्कर्षाप्रत येण्यासाठी विद्यार्थ्यांना प्रोत्साहन द्या.

विभाजन करणे आणि पुन्हा जोडणे 			   	     

136

4 सें. मी.

6 सें. मी.
6 सें. मी. x 4 सें. मी. मापाचा एक आयताकार कागद आकृतीत 

दर्शविल्याप्रमाण ेदोन समान भागात कापला आह.े ह ेदोन्ही कापलेले तकुडे 
वेगवेगळ्या पध्दतीने पनु्हा जोडले आहते.

a)  

136

6 सें. मी. 6 सें. मी.

2 सें. मी.

                               

       उदाहरणार्थ          a) रचनेची परिमिती 28 सें. मी. आह.े

* 	 खाली दिलेल्या प्रत्येक इतर रचनेच्या सीमचेी लांबी (म्हणजेच परिमिती) काढा.

136

b) c) d)

2 सें. मी.

2 सें. मी. 2 सें. मी.

3 सें. मी.

		

* 	 परिमिती 22 सें. मी. होईल असे दोन तकुडे जोडून एक आकृती तयार करा. 

6.2  क्षेत्रफळ

मागील इयत्तेत आम्ही बंदिस्त आकृत्यांच्या क्षेत्रफळांचा (नियमित आणि अनियमित) अभ्यास केलेला 
आह.े कांही मदु्यांच ेस्मरण करुया.
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एका बंदिस्त आकृतीने व्यापलेल्या भागाला क्षेत्रफळ असे म्हणतात. 

मागील इयत्तेत आम्ही आयताच ेआणि चौरसाच ेक्षेत्रफळ ह ेचौरस (आलेख) कागदाचा उपयोग करुन 
सतू्राच्या निष्कर्षापर्यंत आलो आह.े तमु्हाला आठवते का?

चौरसाच ेक्षेत्रफळ = ______________
  

आयताच ेक्षेत्रफळ = ______________

शिक्षकांसाठी सचूना

आलेख (चौरस) कागदाचा उपयोग करून विद्यार्थ्यांना आयताच े आणि चौरसाच े क्षेत्रफळ 
काढण्याच्या पध्दतीच ेस्मरण करण्यासाठी मदत करा. विद्यार्थ्यांना आलेख (चौरस) कागद परुवा आणि 
स्वतः त्यांना सतू्रापर्यंत येऊ द्या.

वास्तव जीवनातील समस्यांशी संबंधित कांही कल्पना पाहूया. 

उदाहरण : एका खोलीतील जमीन 5 मी. लांब आणि 4 मी. रुंद  आह.े 3 मी. बाज ूअसणारा एक चौरसाकार 
गालीचा जमिनीवर घातलेला आह.े तर गालीचा न घातलेल्या जमिनीच ेक्षेत्रफळ काढा.

उकल:	 जमिनीची लांबी 	 = 5 मी.

	 जमिनीची रुंद ी 	 = 4 मी.

	 जमिनीच ेक्षेत्रफळ = लांबी x रुंद ी = 5 मी. x 4 मी. 

			   = 20 चौ. मी. 

	 चौरसाकार गालीच्याची लांबी = 3 मी. 

	 गालीच्याच ेक्षेत्रफळ = लांबी x लांबी = 3 मी. x 3 मी. 

			   = 9 चौ. मी.

	 म्हणनू गालीचा घातलेल्या जमिनीच ेक्षेत्रफळ 9 चौ.मी. आह.े

	 म्हणनू गालीचा न घातलेल्या जमिनीच ेक्षेत्रफळ = एकूण जमिनीच ेक्षेत्रफळ - गालीचा घातलेल्या 

	 जमिनीच ेक्षेत्रफळ 

			   = 20 चौ.मी. - 9 चौ. मी. 

			   = 11 चौ. मी. 

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



10

J{UV

उदाहरण : 12 मी. लांबी आणि 10 मी. रुंद ी असलेल्या जमिनीच्या तकु�ावर चार कोपऱ्यात प्रत्येकी 4 मी. 
बाज ूअसणारे चार चौरसाकृती फुलांच ेगालीच ेआहते. तर राहिलेल्या जमिनीच ेक्षेत्रफळ काढा.

उकल :	 जमिनीची लांबी (l)  =  12 मी. 

	 जमिनीची रूंद ी (w)   =  10 मी.

	 संपरू्ण जमिनीच ेक्षेत्रफळ  	 =  l x w

				    = 12 मी. x 10 मी. 

				    = 120 चौ. मी. 

चार चौरसाकृती फुलांच्या गालीच्याच्या प्रत्येक बाजचूी लांबी (S) = 4 मी.
एका फुलांच्या गालीच्याच ेक्षेत्रफळ = S x S  =  4 मी. x 4 मी. = 16 चौ. मी. 

म्हणनू चार फुलांच्या गालिच्यांच ेक्षेत्रफळ 	 = 4 x 16 चौ. मी. = 64 चौ. मी. 

म्हणनू जमिनीच्या शिल्लक भागाच ेक्षेत्रफळ = संपरू्ण जमिनीच ेक्षेत्रफळ - सर्व चार फुलांच्या गालीच्यांच े

					        क्षेत्रफळ

					     = 120 चौ. मी - 64 चौ. मी. = 56 चौ. मी. 

*    शोधा पाहू.
1) 	 एका 25 मी. लांबीच्या आयताकार उद्यानाच ेक्षेत्रफळ 300 चौ. मी. आह.े तर उद्यानाची रुंद ी काढा.

2) 	 500 मी. लांबी आणि 200 मी. रुंद ी असणाऱ्या एका आयताकार जागेवर (प्लाॅट) प्रति चौ. मी. `8 
प्रमाण ेफरशी घालण्यासाठी येणारा खर्च काढा.

3) 	 एक आयताकार नारळाची राई 100 मी. लांब आणि 50 मी. रुंद  आह.े जर प्रत्येक नारळाच्या झाडाला 
25 चौ. मी. जागा लागत असेल तर या राईमध्ये जास्तीत जास्त किती झाडे लावता येतील?

4) 	 खालील आकृत्यांच ेआयतामध्ये विभाजन करून त्यांच ेक्षेत्रफळ काढा. (सर्व मापे मीटरमध्ये दिलेली 
आहते.)

a)	 b)	
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*    शोधा पाहू.

तमुच्या पा�पसु्तकाच्या शवेटी दिलेल्या आकृतीच ेभाग कापा.

D
C

G

E

A

B

F

1)	कित ी भागांच ेक्षेत्रफळ समान आह ेत्याचा शोध घ्या आणि आकृती काढा.

2) 	 आकार 'C' ची आकार 'D' शी तलुना केल्यास किती पटीने मोठा आह?े C, D आणि E च्या 
आकारामधील संबंध काय आह?े

3) 	 आकार 'D' किवा 'F' यापैकी कोणत्या आकाराच ेक्षेत्रफळ अधिक आह?े तमुच्या उत्तराची कारण ेद्या.

4) 	 आकार 'F' किवा 'G' यापैकी कोणत्या आकाराच ेक्षेत्रफळ अधिक आह?े तमुच्या उत्तराची कारण ेद्या. 

5) 	 आकार 'G' शी तलुना केल्यास आकार 'A' च ेक्षेत्रफळ किती आह?े ते दपु्पट आह ेका? किवा चारपट 
मोठे आह ेका?

सचूना : आकृतीच्या तकु�ामध्ये आकार एकमकेांवर ठेऊन आपण शोध ूशकतो की आकार A आणि B 
च ेक्षेत्रफळ समान आह.े आकार C आणि E च ेक्षेत्रफळ समान आह.े तमु्ही ह ेदखेील शोधनू काढले 
असेल की, आकार C आणि E वापरून आकार D तंतोतंत व्यापला आह.े याचा अर्थ असा की, 
आकार D च ेक्षेत्रफळ C किवा आकार E इत्यादीच्या दपु्पट आह.े

6) 	 आकार C च्या क्षेत्रफळाच्या दृष्टीने सर्व सात तकु�ांपासनू तयार झालेल्या मो�ा चारैसाच ेक्षेत्रफळ 
आता तमु्ही काढू शकता का?

7) 	 एक आयत तयार करण्यासाठी 7 तकु�ांची रचना करा. आकार C च्या क्षेत्रफळाच्या दृष्टीने या  
आयताच ेक्षेत्रफळ किती असेल?  तमुच्या उत्तराची कारण ेद्या.

8) 	 या सात तकु�ांपासनू तयार झालेल्या चौरस आणि आयताची परिमिती वेगवेगळी किवा सारखीच 
आह ेका? तमुच्या उत्तराच ेस्पष्टीकरण करा.
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*	 खालील आकृत्यांकडे पहा आणि कोणत्या आकृतीचे क्षेत्रफळ अधिक आहे ते ओळखा.

140

			        a)					     b)

आम्ही चौरस कागद किवा आलेख कागदाच्या वापराने कोणत्याही साध्या बंदिस्त आकाराच्या 
क्षेत्रफळाचा अदंाज करु शकतो जिथे प्रत्येक चौरस 1 एकक X 1 एकक किवा 1 चौ. एकक इतका असतो.

क्षेत्रफळाचा अदंाज लावण्यासाठी आम्ही पारदर्शक कागदाच्या तकु�ावर दाब दऊेन रचना करतो 
आणि तो चौरस किवा आलेखाच्या तकु�ावर ठेव ूशकतो आणि नंतर खालील नियमांच ेपालन करतो.

1) 	 चौरस किवा आलेख कागदावरील एका परू्ण लहान चौरसाच ेक्षेत्रफळ 1 चौ. एकक म्हणनू घतेले जाते.

2) 	 अर्ध्या चौरसापेक्षा कमी क्षेत्रफळ असलेल्या भागांकडे दरु्लक्ष करा.

3) 	 चौरसाच्या अर्ध्यापेक्षा जास्त भागात असल्यास केवळ 1 चौ. एकक म्हणनू मोजा. 

4) 	 जर फक्त अर्धा चौरस मोजला तर त्याच ेक्षेत्रफळ ½ चौ. एकक असे घ्या. 

* 	 खालील आकृतींचे क्षेत्रफळ काढा.

140
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चला शोध घेऊया.			                

क्षेत्रफळ काढण्यासाठी 
आपण चौरसाऐवजी वर्तुळे 

का वापरू शकत नाही?

सामान्यपण ेक्षेत्रफळ चौरसाचा उपयोग करून का 
मोजले जाते?

आलेखाच्या कागदावर 3 लांबीच्या व्यासाच े
(रुंद ी) एक वर्तुळ काढा. चौरस मोजा आणि वर्तुळाकार 
भागाच्या क्षेत्रफळाचा अदंाज घणे्यासाठी त्याचा वापर 
करा.

तमु्ही बघ ू शकता की, मधल्या पोकळीशिवाय 
वर्तुळे घट्टपण े जोडली जाऊ शकत नाहीत. त्यामळेु 
वर्तुळांचा एकक म्हणनू वापर करून क्षेत्रफळांच ेअचकू 
मोजमाप मिळविण े कठीण आह.े येथे समान आयत 
दोन वेगवेगळ्या प्रकारे वर्तुळांसह जोडले आहते.
पहिल्यामध्ये 42 वर्तुळे आहते आणि दसुऱ्यामध्ये 44 वर्तुळे आहते.

* 	 दिलेली जागा भरण्यासाठी वेगवेगळे आकार (त्रिकोण आणि आयत) वापरुन प्रयत्न करा आणि दसुऱ्या 
आकारापेक्षा क्षेत्रफळ काढण्यासाठी चौरस आकार वापरण े फायदशेीर का आह े ह े शोधनू काढा. 
क्षेत्रफळ मोजण्यासाठी चौरस हा एक उत्तम आकार आह ेह ेदर्शविणाऱ्या मदु्यांची यादी करा.

1) 	 व्हरां�ाच्या बाहरेील जमिनीच ेक्षेत्रफळ काढा. (चौ. मीटरमध्ये)

2) 	त मुच्या शाळेच्या मदैानाने व्यापलेले क्षेत्रफळ काढा. (चौ. मीटरमध्ये)

चला शोध घेऊया. 
* 	 एका चौरस कागदावर (1 चौरस = 1 चौरस एकक) असणारे तमु्हाला शक्य तितके

	 आयत बनवा ज्यांची लांबी आणि रुंद ी ही परू्ण संख्या एकके असनू आयताचे

	 क्षेत्रफळ ह े24 चौ. एकके असेल  

	 a)	 कोणत्या आयताची परिमिती सर्वात जास्त आह?े 

	 b)  कोणत्या आयताची परिमिती सर्वात कमी आह?े 

	 c) जर तमु्ही 32 चौ. सें. मी. क्षेत्रफळ असणारा आयत घतेला तर तमुची उत्तर 
काय असतील? कोणतेही क्षेत्रफळ दिल्यास जास्तीत जास्त परिमिती तसेच कमीत 
कमी परिमिती असलेल्या आयताच्या आकाराचा अदंाज लावण ेशक्य आह ेका? 
तमुच्या उत्तराची उदाहरण ेआणि कारण ेद्या.

गणिती बोल
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6.3 त्रिकोणाचे क्षेत्रफळ 
कागदाच्या एका तकु�ावर एक आयत काढा आणि त्याचा एक कर्ण काढा. आयताला कर्णामधनू कापा 
आणि दोन त्रिकोण मिळवा.

* 	त पासा ! दोन्ही त्रिकोण एकमकेांवर तंतोतंत जळुतात की नाही. त्यांच ेक्षेत्रफळ समान आह ेका? 

	 वेगवेगळ्या मापाच्या अधिकाधिक आयतांसाठी हा प्रयत्न करा. तमु्ही ह ेचौरसासाठी सधु्दा तपास ू
शकता.

* 	 या अभ्यासापासनू तमु्ही कांही निष्कर्ष काढू शकाल का? कृपया ते येथे लिहा. 

	 ________________________________________________________________

	 ________________________________________________________________

	 आता खालील आकृत्या पहा. निळ्या आयताच ेक्षेत्रफळ ह ेपिवळ्या त्रिकोणाच्या क्षेत्रफळापेक्षा जास्त

आह ेकी कमी आह?े की ते समान आह?े का?

  

*    निळा आयत आणि पिवळा त्रिकोण यामध्ये तमु्ही कांही संबंध आणि त्यांची क्षेत्रफळे पाहू शकाल का? 

येथे संबंध लिहा. 

	 ________________________________________________________________

शिक्षकांसाठी सचूना

विद्यार्थ्यांना त्यांच ेनिष्कर्ष स्पष्ट करण्यासाठी आणि त्यांनी निरीक्षण केलेल्या संबंधामधील निरीक्षण े
त्यांच्या शब्दात मांडण्यासाठी मदत करा. हळूहळू संपरू्ण वर्गासाठी एक समाईक विधान बनवा. वर्गामध्ये 
कर्णाच्या व्याख्येच ेस्मरण करा.

चौरस कागदावर वरील स्वाध्यायातील तमुच्या निष्कर्षांचा पडताळा आणि निरीक्षणांचा संबंध नोंद 
करण्यासाठी योग्य त्रिकोण काढा.  
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143

ED C
* 	 मागील इयत्तेमधील तमुच्या आकलनाचा उपयोग करून 
	 कोणत्याही बंदिस्त आकृतीच े क्षेत्रफळ चौरस कागदाचा 

उपयोग करून काढा आणि 

1) BAD या निळ्या त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ काढा.

	 ___________

2) ABE या लाल त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ काढा.

	 ___________ 

लाल आणि निळ्या या 
दोन्ही त्रिकोणांच ेक्षेत्रफळ 

समान आह ेपरंत ुते वेगवेगळे 
दिसतात.

ABCD आयताच ेक्षेत्रफळ =  __________________

म्हणनू BAD त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ ह ेABCD आयताच्या क्षेत्रफळाच्या निम्मे आह.े

त्रिकोण ABE बद्दल 
काय?

तेथे दोन वेगवेगळ्या 
आयतांच ेदोन अर्धे  

भाग आहते.

ABE त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ                 = AEF त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ  + BEF त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ.

येथे AEF त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ            = AFED आयताच्या क्षेत्रफळाच्या निम्मे.

त्याचप्रमाण ेBEF त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ  = BFEC आयताच्या क्षेत्रफळाच्या निम्मे.
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अशाप्रकारे ABE त्रिकोणाच ेक्षेत्रफळ = AFED आयताच्या क्षेत्रफळाच्या निम्मे + BFEC आयताच्या  
									                क्षेत्रफळाच्या निम्मे.

 				    = AFED आणि BFEC या आयतांच्या क्षेत्रफळांच्या बेरजेच्या निम्मे.

				    = ABCD आयताच्या क्षेत्रफळाच्या निम्मे. 

	नि ष्कर्ष   _________________________________________________________

		  _________________________________________________________

		  _________________________________________________________

*    शोधा पाहू.

1) 	 खालील आकृत्यांच ेक्षेत्रफळ  ह ेआयतामध्ये आणि त्रिकोणामध्ये विभागनू काढा. 

144
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'जास्त ' किवा ' कमी ' बनविणे

या दोन आकृत्यांच ेनिरीक्षण करा. या दोन्हीमध्ये कोणते साम्य किवा फरक आह ेकाय? 

9 एकक चौरसांचा वापर करून (क्षेत्रफळ 9 चौ. एकके असणाऱ्या) दोन वेगवेगळ्या परिमितीच्या  
आकृत्या आम्ही बनविल्या आहते. पहिल्या आकृतीची परिमिती 12 एकके आणि दसुऱ्या आकृतीची 
परिमिती 20 एकके आह.े 

9 चौ. एकके घऊेन इतर वेगळी परिमिती मिळविण्यासाठी वेगवेगळ्या आकृत्यांची रचना करा किवा 
आकृत्या काढा. प्रत्येक चौरसाची किमान एक बाज ूकमीत कमी एका दसुऱ्या चौरसासह परू्णपण ेसं  रेखित 
केली पाहिजे आणि सर्व चौरस एकत्रितपण ेजोडून छिद्र नसलेली एक आकृती तयार केली पाहिजे. 

* 	 9 एकक चौरसाचा वापर करून खालील उदाहरणे सोडवा. 

1) 	 सर्वात लहान परिमिती किती शक्य आह?े

2) 	 जास्तीत जास्त परिमिती किती शक्य आह?े

3) 	 18 एकके परिमिती असलेली एक आकृती बनवा.

4) 	 वरील तीन परिमितीच्या इतर आकारांच्या आकृत्या तमु्ही बनव ूशकाल का? किवा त्या परिमितीचा 
फक्त एकच आकार तेथे आह ेका? तमुचा तर्क  काय आह?े 

* 	 चला आता कांहीतरी युक्ती करुया. खालीलप्रमाणे 24 एकके परिमिती असलेली आपल्याकडे 
एक आकृती आहे.  

		  पनु्हा सर्व हिशबे न करता निरीक्षण करा, विचार 
करा आणि उजवीकडे दर्शविल्याप्रमाण ेनवीन चौरस 
जोडल्यास परिमितीत काय बदल होईल ते शोधनू 
काढा.

		ह  ा नवीन चौरस वेगवेगळ्या ठिकाणी ठेवण्याचा प्रयोग करा आणि परिमितीत काय बदल होईल 
याचा विचार करा. चौरस ठेवल्याने परिमिती a) वाढते b) कमी होते c) सारखीच राहू शकते का?
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* 	 चरणच्या घराची खालीलप्रमाणे योजना आहे. ती आयताकृती जागा आहे. योजनेकडे पहा. 
तुमच्या काय लक्षात येते?

      

मोठे शयनगहृ
(15 फूट x 15 फूट)
क्षेत्रफळ = 225 चौ. फूट

श
ौचाल

य  
(5 फू

ट x 10 फू
ट)

वापरासाठी
 ( ___ फूट x ___ फूट) क्षेत्रफळ = ___

स्वयंपाक घर
(15 फूट x 12 फूट)

क्षेत्रफळ = 180 चौ. फूट

30
 फू

ट

लहान शयनगहृ 
(15 फूट x ____ फूट)
क्षेत्रफळ = 180 चौ. फूट

दिवाणखाना

क्षेत्रफळ = ___________

उद्यान 
(___ फूट x ___ फूट) क्षेत्रफळ = ___

वाहन तळ 
(___ फूट x ___ फूट) क्षेत्रफळ = ___

कांही मापे दिलेली आहेत.

a) 	 गाळलेली मापे काढा.     b) 	 त्याच्या घराच ेक्षेत्रफळ काढा. 

आता गाळलेली मापे आणि शरणच्या घराच ेक्षेत्रफळ काढा. खाली आराखडा आह.े

42 फूट

मोठे शयनगहृ
(12 फूट x 15 फूट)
क्षेत्रफळ = 180 चौ. फूट

श
ौचाल

य  
(___ फू

ट x ___ फू
ट)

क्
षेत्रफ

ळ
 = ___

वापरासाठी
 ( __ फू

ट x __ फू
ट)

क्
षेत्रफ

ळ
 = 70 चौ. फू

ट

स्वयंपाक घर
(18 फूट x 10 फूट)

क्षेत्रफळ = 180 चौ. फूट

लहान शयनगहृ 
(12 फूट x 10 फूट)
क्षेत्रफळ = ____

दिवाणखाना 

(23 फूट x ____ फूट)

क्षेत्रफळ =

प्रवेश
द्वार

(___ फू
ट x ___ फू

ट)
 क्

षेत्रफ
ळ

 = ___
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कांही मापे दिलेली आहेत.

a) 	 गाळलेली मापे काढा.

b) 	 त्याच्या घराच ेक्षेत्रफळ काढा. 

शरणच्या घरातील वेगवेगळ्या सर्व खोलींची मापे किती आहते? शरण आणि चरणच्या घराच्या क्षेत्रफळांची 
आणि परिमितीची तलुना करा.

क्षेत्रफळाच्या गंुतागंुतीची कोडी. 

प्रत्येक आकृतीमधील बाजचू्या लांबीची किवा भागाच्या क्षेत्रफळाची गाळलेली किमत काढा.

148

cm

a)

c)

b)

d)

13 चाै.सें.मी.

15 चाै.सें.मी.
10 चाै.सें.मी.

10 चाै.

सें.मी.

42 चाै.सें.मी.

60 चाै.सें.मी.

18 चाै.सें.मी.

38 चाै.सें.मी.15 सें.मी. 6 सें.मी.

3 सें.मी.

5 सें.मी.
5 सें.मी.

4 सें.मी.

3 सें.मी.

3 सें.मी.

2 सें.मी.

2 सें.मी.

? चाै.सें.मी.

? चाै.सें.मी.

? चाै.सें.मी.

? सें.मी.

26 चाै.सें.मी.
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*    शोधा पाहू.

1) 	 5 मी. x 10 मी. आणि 2 मी. x 7 मी. मापे असणाऱ्या दोन आयतांच्या क्षेत्रफळांच्या बेरजेइतके 
क्षेत्रफळ असणाऱ्या एका आयताची मापे लिहा.

2) 	 50 मी. लांबी असलेल्या एका आयताकार उद्यानाच ेक्षेत्रफळ 1000 चौ. मी. आह ेतर उद्यानाची रुंद ी 
काढा.

3) 	 एका खोलीची जमीन 5 मी. लांब आणि 4 मी. रुंद  आह.े 3 मी. बाजचूी लांबी असणारा एक चौरसाकृती 
गालीचा जमिनीवर घातलेला आह.े तर गालीचा न घातलेल्या जागेच ेक्षेत्रफळ काढा.

4) 	 15 मी. लांब आणि 12 मी. रुंद  असणाऱ्या एका उद्यानाच्या चार कोपऱ्यात 2 मी. लांबी आणि 1 मी. 
रुंद ी असणारे चार फुलांच ेख�े खोदले आहते. तर गवती गालीचा घालण्यासाठी आता किती क्षेत्रफळ 
उपलब्ध आह?े

5) 	 आकार 'A' च ेक्षेत्रफळ 18 चौ. एकके आणि आकार  'B' च ेक्षेत्रफळ 20 चौ. एकके आह.े आकार 
A ची परिमिती आकार B च्या परिमितीपेक्षा जास्त आह.े दिलेल्या अटीची परू्तता करणारे असे दोन 
आकार रचा.

6) 	त मुच्या पसु्तकातील एका पानावर एक आयताकार सीमा अशी काढा की, माथ्यापासनू 1 सें. मी. आणि 
तळ आणि डाव्या व उजव्या बाजपूासनू लांबी 1.5 सें. मी. असेल. तर सीमचेी परिमिती काढा.

7)	 12 एकके x 8 एकके आकाराचा एक आयत काढा. बाहरेील आयताला स्पर्श न करता अचकू अर्धे 
क्षेत्रफळ असणारा दसुरा आयत आतील बाजलूा काढा. 

8) 	 एका चौरसाकृती कागदाच्या तकु�ाची अर्ध्या भागातनू घडी घातलेली आह.े घडीमधनू चौरस हा दोन 
आयतामध्ये विभागाला जातो. चौरसाचा आकार कितीही असला तरी खालीलपैकी एक विधान नेहमी 
सत्य आह.े येथे कोणते विधान सत्य आह?े 

a) 	 प्रत्येक आयताच ेक्षेत्रफळ ह ेचौरसाच्या क्षेत्रफळापेक्षा जास्त आह.े

b) 	 चौरसाची परिमिती ही दोन आयत जोडल्याने तयार होणाऱ्या आयताच्या परिमितीपेक्षा अधिक 
आह.े

c) 	द ोन आयतांच्या परिमितीची बेरीज ही नेहमी चौरसाच्या परिमितीच्या 1½ पट असते.

d) 	द ोन आयत जोडल्याने तयार होणाऱ्या आयताच े क्षेत्रफळ ह े नेहमी चौरसाच्या क्षेत्रफळाच्या 
तिप्पटीपेक्षा मोठे आह.े
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*****

सारांश

* 	 बहुभजुाकृतीची परिमिती ही त्यांच्या सर्व बाजूंच्या लांबीची बेरीज होय. 

	 a) आयताची परिमिती ही त्याच्या लांबी आणि रुंद ी यांच्या बेरजेच्या दपु्पट असते.

	 b) चौरसाची परिमिती ही त्याच्या कोणत्याही एका बाजचू्या लांबीच्या चार पट (चौपट) असते.

* 	 एका बंदिस्त आकृतीने व्यापलेल्या भागाला क्षेत्रफळ असे म्हणतात.

* 	 क्षेत्रफळ ह ेसामान्यपण ेचौरस एककामध्ये मोजतात.

* 	 आयताच ेक्षेत्रफळ ह ेत्याच्या लांबीच्या पटीत रुंद ी इतके म्हणजेच लांबी व रुंद ीच्या गणुाकाराइतके 
असते.

* 	 चौरसाच ेक्षेत्रफळ म्हणजे त्याच्या कोणत्याही एका बाजचू्या लांबीला त्याच बाजनेू गणुण ेहोय.

* 	 वेगवेगळ्या परिमिती असणाऱ्या दोन बंदिस्त आकृत्यांच ेक्षेत्रफळ समान अस ूशकतेे किवा समान 
परिमिती असनू क्षेत्रफळ वेगवेगळे अस ूशकते.

* 	 एकक चौरसामध्ये भागांच े विलगीकरण करून दिलेल्या भागाच ेक्षेत्रफळ मोजले जाऊ शकते.  
(किवा अगदी अचकूपण ेनिर्धारीत केले जाते) किवा अधिक सामान्य आकाराच ेआयत आणि 
त्रिकोणांच ेक्षेत्रफळ मोजले जाऊ शकते.
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तमु्हाला आठवत असेल की, जेव्हा एखादी परू्ण वस्तू कांही लोकांमध्ये समान प्रमाणात वाटली जाते 
तेव्हा प्रत्येकाचा वाटा किती आह ेते अपरू्णांक आपणास सांगतात.

  

7

शबनम : 	तमु्हाला आठवतयं का, जर एक भारी दोन मलुांमध्ये समान वाटली तर 
प्रत्येक मलुाला किती भाकरी मिळेल?

मुक्ता : 	 प्रत्येक मलुाला अर्धी भाकरी मिळेल?

शबनम : 	अपरू्णांक अर्धा हा 2
1  असे लिहीतात. कांही वेळा आम्ही ' एक छेद दोन (एक 

द्वितीयांश) ' असे वाचतो.

मुक्ता : 	 जर एक भाकरी 4 मलुांमध्ये समान वाटली तर एका मलुाला किती भाकरी 
मिळेल? 

शबनम : 	प्रत्येक मलुाचा वाटा 4
1  भाकरी आह.े

मुक्ता : 	 2
1  भाकरी किवा 4

1  भाकरी यापैकी कोणते अधिक आह?े 

  

7

शबनम : 	जर 2 मलुांना 1 भाकरी समान वाटली तर प्रत्येक मलुाला 2
1  

भाकरी मिळते. जर 4 मलुांना 1 भाकरी समान वाटली तर प्रत्येक 
मलुाला 4

1  भाकरी मिळते. म्हणनू दसुऱ्या गटामध्ये तीच भाकरी 
अधिक मलुांमध्ये वाटली जाते. त्यामळेु प्रत्येक मलुाला लहान 
वाटा मिळतो. म्हणनू 2

1  भाकरी ही 4
1  भाकरीपेक्षा अधिक 

आह.े  
4
1

2
1  

प्रक
रण

 - 
7

अपूर्णांक
(FRACTIONS)
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7.1 अपूर्णांकीय एकके आणि समान वाटणी

बेनी : 	 कोणता अपरू्णांक मोठा आह?े 5
1  किवा 9

1 ?

अर्विन : 	 9 ह े5 पेक्षा मोठे आहते. म्हणनू मी असे म्हणतो की 9
1  ह े 5

1  पेक्षा मोठे आहते. माझ ेबरोबर आह े
का?

बेनी :  	 नाही! ती सामान्य चकू आह.े या अपरू्णांकाचा वाटणी असा विचार करा.

अर्विन :  	जर एक भाकरी 5 मलुांमध्ये वाटली तर प्रत्येकाला भाकरीचा 5
1  वाटा मिळतो. जर एक भाकरी 

9 मलुांमध्ये वाटली तर प्रत्येकाला भाकरीचा 9
1  वाटा मिळतो?

बेनी : 	 अचकूपण ेआता पनु्हा विचार करा, कोणता वाटा मोठा आह?े

अर्विन :  	जर मी अधिक लोकांना वाटल्यास मला कमी वाटा मिळेल म्हणनू 9
1  < 5

1

बेनी : 	त मु्हाला उत्तर मिळाले!

अरे ! म्हणनू 100
1  ह े200

1  पेक्षा मोठे आह.े

	 जेव्हा एक एकक ह ेबऱ्याच समान भागात विभागले जाते तेंव्हा प्रत्येक भागाला अपूर्णांकीय 
एकक असे म्हणतात. ही सर्व अपरू्णांकीय एकके आहते. 

	 2
1

, 3
1

, 4
1

, 5
1

, 6
1

, …, 10
1

, ……, 50
1

……, 100
1

 इत्यादी. 

	 आम्ही कांही वेळेला अपरू्णांकीय एककांना 'एकक अपूर्णांक' असे सदु्धा संबोधतो. 

*    शोधा पाहू.

अपूर्णांकांचा वापर करून रिकाम्या जागा भरा.

1) 	त ीन पेरुं च ेएकत्रितपण ेवजन 1 कि. ग्रॅ. आह.े जर त्यांचा आकार अदंाजे सारखाच असेल, तर प्रत्येक 
पेरुच ेवजन ________ कि. ग्रॅ. होईल.

2) 	 एक घाऊक व्यापारी 1 कि. ग्रॅ. इतका तांदळू 4 समान वजनाच्या पाकिटात भरतो. प्रत्येक पाकिटाच े
वजन ________ कि. ग्रॅ. आह.े

गणिती बोल
3) 	 चार मित्रांनी 3 ग्लास ऊसाचा रस मागविला आह े आणि त्यांच्यामध्ये समान 

वाटला आह.े तर प्रत्येकाने ________ ग्लास ऊसाचा रस पिलेला आह.े
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गणिती बोल

4) 	 मो�ा माशाच ेवजन 2
1  कि. ग्रॅ. आह.े लहान माशाच ेवजन 4

1  कि. ग्रॅ. आह.े 

        एकत्रितपण ेत्याच ेवजन _______ कि. ग्रॅ. होईल.

भूतकाळापासनूचे ज्ञान!

प्राचीन काळापासनू भारतामध्ये अपरू्णांकांचा वापर करून नांवे दणे्यात आली आहते. ऋग्वेदात 4
3  

अपरू्णांकाला त्रिपद असे संबोधले आह.े याचा अर्थ आज अनेक भारतीय भाषामधील शब्दांसारखाच 
आह.े उदा: हिदंीमध्ये ‘तीन पाव’ आणि तामिळमध्ये ‘मकु्काल’ आह.े आज अनेक भारतीय भाषांमध्ये 
वापरले जाणारे अपरू्णांकांसाठीच ेशब्द प्राचीन काळापासनूच ेआहते.

तमुच्या घरात, शहरात किवा राज्यात बोलल्या जाणाऱ्या वेगवेगळ्या भाषांमध्ये अपरू्णांकांसाठी वापरले 
जाणारे शब्द शोधा आणि चर्चा करा. तमुच्या आजी आजोबा, पालक, शिक्षक आणि वर्गमित्रांना विचारा 
की, ते वेगवेगळ्या अपरू्णांकांसाठी कोणते शब्द वापरतात. जसे की एक आणि अर्धा, तीन चतरु्थांश, एक 
आणि एक चतरु्थांश, एक द्वितीयांश, चतरु्थांश आणि दोन आणि अर्धे ते खाली लिहा.

________________________________________________________________

5) खालील अपरू्णांक शब्द दिलेल्या चौकोनात लहानापासनू मो�ा आकाराच्या क्रमाने मांडणी 
करा.  	

	 एक आणि अर्धा, तीन चतरु्थांश, एक आणि एक चतरु्थांश, एक द्वितीयांश, चतरु्थांश आणि दोन आणि 
अर्धे

तुमचे उत्तर येथे लिहा.    
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7.2  सपूंर्ण भाग म्हणून अपूर्णांकीय एकके 

154

1
6

एक परू्ण चिक्की 

 

चित्रामध्ये एक परू्ण चिक्की दर्शविलेली आह.े

खालील चित्रामध्ये चिक्की ही दोन तकु�ांंमध्ये मोडलेली       
दर्शविली आह.े प्रत्येक तकुडा हा मळू चिक्कीच्या किती आह?े  

154

1
6

1
4

आम्हाला असे दिसनू येते की, मोठा तकुडा हा 4
1  चिक्कीच ेतीन तकुडे आहते. म्हणनू आम्ही मोठा तकुडा 

हा अपरू्णांकीय एकक 4
1  चा उपयोग करून मोज ूशकतो. आम्हाला असे दिसनू येते की, मोठा तकुडा हा 

चिक्कीच्या 4
3  आह.े 

                    

154

1
6

एक संपरू्ण चिक्की 6 समान तकु�ामध्ये 
वेगवेगळ्या प्रकारे मोडली आह.े 

एक संपरू्ण चिक्की 6 समान 
तकु�ामध्ये मोडली आह.े
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* 	 संपरू्ण चिक्कीची 6 समान भागात विभागणी वेगवेगळ्या प्रकारे केल्यास आम्हाला चिक्कीच े 6
1  भाग 

वेगवेगळ्या आकाराच ेमिळतात. ते सारख्याच मापाच ेआहते का?                                

गणिती बोल
खाली दर्शविलेल्या चिक्कीचा अपरू्णांकीय एकक किती आह?े 

3

चिक्कीच े मोडून 3 समान 
भाग केल्याने आम्हाला हा 
तकुडा मिळतो. म्हणनू ही 

3
1  चिक्की आह.े

संपरू्ण चिक्की 

*    शोधा पाहू.
एका सपूंर्ण चिक्कीची वेगवेगळी अपूर्णांकीय एकके खालील आकृत्या दर्शवितात. प्रत्येक तुकडा 
हा सपूंर्ण चिक्कीचा कितवा भाग आहे? 

3

a. d.b.

e.

c.

g. h.f.
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7.3 अपूर्णांकीय एककांचा उपयोग करून मोजणे 

एक कागदाची पट्टी घ्या. ही कागदाची पट्टी एक एकक लांब आह ेअसे आम्ही विचारात घऊे.

 1 कागदी पट्टी

ती पट्टी दोन समान भागात दमुडा आणि पनु्हा ती पट्टी उघडा. ही पट्टी एक एकक लांबीची घतेल्यास दमुडून 
नवीन तयार झालेल्या पट्टीच्या 2 भागांची होणारी लांबी किती?

                                   2
1

                                                             2
1

  

जर तमु्ही अगोदर घडी घातलेल्या पट्टीला पनु्हा दोन समान भागात घडी घातल्यास काय मिळेल? तमु्हाला 
आता चार समान भाग मिळतात.

4
1

2 वेळा  4
1  = 4

2

3 वेळा  4
1  = 4

3

4 वेळा  4
1  = 4

4  

ते पुन्हा एकदा करा. रिकाम्या चौकटी भरा.
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2 वेळा  8
1  

4 वेळा  8
1  

6 वेळा  8
1  

8 वेळा  8
1  8

8 1= = 

= 

= 

= 

= 

= 

अपरू्णांकीय समीकरण अपरू्णांकीय एककांचा वापर करून मोजता येतात. 

आता दसुऱ्या उदाहरणाकडे पाहू. परू्ण भाकरी दर्शवित. (संपरू्ण)

2
1

= 1 वेळ अर्धे 
2
1  + 2

1

= 2 वेळा अर्धे
2
1  + 2

1  + 2
1  

= 3 वेळा अर्धे 
2
1  + 2

1  + 2
1  + 2

1

= 4 वेळा अर्धे  
2
1  + 2

1  + 2
1  + 2

1 + 2
1

= 5 वेळा अर्धे  	

आम्ही अपरू्णांकीय एकके एकत्रित करून किती समीकरण संग्रहीत केली याच ेवर्णन करू शकतो.
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*    शोधा पाहू.

1) 	ह  े 2
1  च ेकोष्टक 2 अधिक पायऱ्यांसाठी सरुु ठेवा.

2) 	त मु्ही 4
1  साठी यासारखचे कोष्टक निर्माण करु शकता का?

3) 	 कागदी पट्टीचा वापर करून 3
1  बनवा. 6

1  बनविण्यासाठी सधु्दा तमु्ही याचा उपयोग करू शकाल का?

4) 	 एक चित्र काढा आणि ह ेदर्शविण्यासाठी वरीलप्रमाण ेबेरजेच ेविधान लिहा:

	 a) 	  4
1  भाकरी 5 वेळा (पाच पट)

	 b)   4
1  भाकरी 9 वेळा

5) 	 प्रत्येक अपरू्णांकीय एककाची योग्य / बरोबर चित्राशी जोडी जळुवा.

	       3
1

	   	                5
1

	              	 8
1

	                     6
1

158

अपूर्णांकांचे वाचन

सामान्यपण ेआम्ही 4
3  अपरू्णांक हा ‘तीन चतरु्थांश’ किवा ‘तीन छेद चार’ असे वाचतो. परंत ुह े '3 

वेळा 4
1 ' असे वाचल्यास आपल्याला त्या अपरू्णांकांचा आकार समजण्यास मदत होते. कारण ते स्पष्टपण े

दर्शवित की, येथे 4
1  ह ेअपरू्णांकीय एकक आह ेआणि अशी 3 अपरू्णांकीय एकके आहते.

अपरू्णांकाच्या वरील संख्येला आणि खालील संख्येला काय म्हणतो ते आम्ही आठव.ू 6
5  या 

अपरू्णांकामध्ये 5 हा अंश आणि 6 हा छेद आह.े

शिक्षकांसाठी सचूना

     वर्तुळे, चौरस, आयत, त्रिकोण इत्यादी सारख्या वेगवेगळ्या आकारांसह अपरू्णांकीय एककांच्या 
कल्पनांचा शोध घणे्यासाठी मलुाना विविध संधी द्या. 
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7.4 सखं्यारेषेवर अपूर्णांक दर्शविणे

संख्या रेषवेर 1, 2, 3, ............... एकके या समान लांबीच्या खणुा आम्ही केलेल्या आहते. आता 
संख्यारषवेर अपरू्णांकाची समान लांबी दर्शविण्याचा प्रयत्न करुया.

निळ्या रेषचेी लांबी किती आह?े निळ्या रेषचेी दिलेली अपरू्णांकीय लांबी चौकटीत लिहा.

0 1 2

0 1 21
3

0 1 21
5

3
5

0 आणि 1 मधील अतंर ह े1 एकक लांब आह.े ते दोन समान भागात विभागले आह.े म्हणनू प्रत्येक 
भागाची लांबी 2

1  आह.े म्हणनू ही निळी रेषा 2
1  एकक लांब आह.े 

* 	 आता खाली दर्शविलेल्या विविध निळ्या रेषांची लांबी तमु्ही काढू शकाल काय? त्याचप्रमाण ेचौकटीत 
भरा.

1) 	 येथे 1 एकक लांबी ही अपरू्णाकीय एककाने तीन समान भागात विभागलेली आह.े तमुच्या वहीमध्ये 
किवा चौकटीमध्ये निळ्या रेषचेी मिळणारी अपरू्णांकीय लांबी लिहा.

0 1 2

0 1 21
3

0 1 21
5

3
5

2) 	 येथे एक एकक ह े5 समान भागात विभागलेले आह.े तमुच्या वहीमध्ये किवा चौकटीमध्ये निळया रेषचेी 
मिळणारी संबंधित अपरू्णांकीय लांबी लिहा. 

0 1 2

0 1 21
3

0 1 21
5

3
5

3) 	 आता एक एकक ह े8 समान भागात विभागलेले आह.े तमुच्या वहीमध्ये योग्य अपरू्णांक लिहा.

*    शोधा पाहू.

1) 	 संख्या रेषवेर 10
1 , 10

3  आणि 5
4  या लांबीच्या रेषा काढा. 	            	

गणिती बोल

	
			 

									       

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



31

J{UV

2) 	त मु्ही तमुच्या आवडीच ेपाच अपरू्णांक निवडा आणि संख्या रेषवेर त्यांच्या खणुा करा.

3) 	 0 आणि 1 मध्ये किती अपरू्णांक आहते? विचार करा तमुच्या वर्गमित्रांशी चर्चा करा आणि तमुच ेउत्तर 
लिहा.

4) 	 खाली दर्शविलेल्या निळ्या आणि काळया रेषचेी लांबी किती? 0 आणि 1 यामधील अतंर ह े 1 एकक 
लांब आह ेआणि ते दोन समान भागात विभागलेले आह.े प्रत्येक भागाची लांबी 2

1  आह.े म्हणनू निळी 
रेषा 2

1  एकके लांब आह.े काळ्या रेषचेी दिलेली अपरू्णांकीय लांबी चौकटीत लिहा.

160

1
2

0 1 2

0 1 21
5

2
5

3
5

4
5

5) 	 संबंधित चौकटीमध्ये काळ्या रेषचेी दिलेली अपरू्णांकीय लांबी लिहा.

160

1
2

0 1 2

0 1 21
5

2
5

3
5

4
5

शिक्षकांसाठी सचूना 
या रेषा फलकावर काढा आणि विद्यार्थ्यांना त्यांच्या वहीमध्ये त्याची उत्तर लिहिण्यास सांगा.

7.5   मिश्र अपूर्णांक
एक (1) पेक्षा मोठे अपूर्णांक

तमु्ही यापरू्वी संख्या रेषवेर कांंही अपरू्णांकांच्या खणुा केलेल्या आहते. तमुच्या लक्षात आले असेलच 
की, सर्व निळ्या रेषांची लांबी 1 पेक्षा कमी आह ेआणि सर्व काळ्या रेषांची लांबी 1 पेक्षा अधिक आह?े 

यापरू्वी संख्या रेषवेर तमु्ही खणुा केलेले सर्व अपरू्णांक लिहा. 

आता यांच ेदोन गटात आपण वर्गीकरण करुया.

लांबी 1 एककापेक्षा कमी लांबी 1 एककापेक्षा जास्त
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*	 1 पेक्षा मो�ा असणाऱ्या अपरू्णांकांमधील कोणती सामान्य गोष्ट तमुच्या लक्षात आली का? 

	 1 एकक पेक्षा लहान असणाऱ्या सर्व अपरू्णांकांमध्ये अशं हा छेदापेक्षा लहान आह.े तर 1 एकक पेक्षा 
मोठा असणाऱ्या सर्व अपरू्णांकांमध्ये अशं हा छेदा पेक्षा मोठा आह.े

	 आम्हाला माहित आह ेकी 2
3 , 2

5  आणि 2
7  ह ेसर्व 1 एकक पेक्षा मोठे आहते. परंत ुत्यामध्ये किती 

परू्ण एकके आहते ह ेआम्ही पाहू शकतो का? 

	 2
3   =  2

1  + 2
1  + 2

1   =  1 + 2
1  

	 2
5   =  2

1  + 2
1  + 2

1  + 2
1  + 2

1  =  2 + 2
1  

मला माहित आह ेकी, 3
1  + 3

1  + 3
1  = 3

3  = 1 जर मी अजनू एक 3
1  

मिळविल्यास मला 1 एककापेक्षा मोठा अपरू्णांक मिळतो.  म्हणनू 3
4  > 1

*    शोधा पाहू.  							     

गणिती बोल1)    2
7  मध्ये किती परू्ण एकके आहते? 

2) 	 3
4  आणि 3

7  मध्ये किती परू्ण एकके आहते?

एकपेक्षा मोठे असणारे अपूर्णांक हे मिश्र अपूर्णांकात लिहीणे 

आम्ही पाहिले आह ेकी 2
3  = 1 + 2

1  

त्याचप्रकारे इतर अपरू्णांक आम्ही लिहू शकतो. 

उदाहरणार्थ :   3
4  = 3

1  + 3
1  + 3

1  + 3
1   = 1 +  3

1   
                             

		        3 x 3
1   = 1

*    शोधा पाहू. 

1)	 खालील प्रत्येक अपरू्णांकांच्या परू्ण एककांच्या संख्येची आकृती काढा. 

	 a)  3
8 		  b)  5

11		      c)  4
9
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आम्ही पाहिले आह ेकी,

	 3
8   =  2 + 3

2  			ह   ी संख्या अशाप्रकारे 'दोन आणि दोन ततृीयांश' अशी सधु्दा	
	             			   म्हण ूशकतो. आम्ही ती 2 3

2  अशी सधु्दा लिहीतो.	

अपरू्णांक    मिश्र संख्या

2)	 1 पेक्षा मोठे असणारे सर्व अपरू्णांक अशाप्रकारे मिश्र अपरू्णांकात लिहीता येतात? 

मिश्र संख्येत / मिश्र अपरू्णांकांत एक परू्ण संख्या (संपरू्ण भाग असे म्हणतात) आणि 1 पेक्षा लहान 
असणारा अपरू्णांक असतो. (अपरू्णांकीय भाग असे म्हणतात.)

 
3) 	 खालील अपरू्णांक ह ेमिश्र अपरू्णांकात लिहा. (उदाहरणार्थ, 2

9  = 4 2
1 )

	 a)  2
9 	     b)  5

9 	  c)  19
21	 	 d)   9

47 	 e)  11
12		  f)   6

19

एक मिश्र संख्या (मिश्र अपरू्णांक)  
ही नियमित अपरू्णांक म्हणनू आम्ही 

 लिहू शकतो का?
होय! एक मिश्र संख्या ही नियमित 

अपरू्णांक म्हणनू लिहीण्याच्या 
प्रकाराची मी आकृती काढते.

जया: 	 जेव्हा माझ्याकडे 3 + 4
3  आहते. याचा अर्थ, 1 + 1 + 1 + 4

3  

		  मला माहित आह ेकी, 1 = 4
1  + 4

1  + 4
1  + 4

1  

		  म्हणनू मला मिळते,

	 ( 4
1 + 4

1 + 4
1 + 4

1 ) + ( 4
1 + 4

1 + 4
1 + 4

1 ) + ( 4
1 + 4

1 + 4
1 + 4

1 ) + ( 4
1 + 4

1 + 4
1 ) = 4

15

	 म्हणनू (4 × 4
1 ) + (4 × 4

1 ) + (4 × 4
1 ) + (3 × 4

1 ) = 4
15
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*    शोधा पाहू. 							     

गणिती बोल
खालील मिश्र संख्या अपरू्णांकांत लिहा. 	

	 a)  3 4
1 		 b)  7 3

2 	     c)  9 9
4 		

	 d)  3 6
1 	 e)  211

3 	 	     f)   310
9 	        

7.6  सममल्य अपूर्णांक

अपूर्णांकीय भितीचा उपयोग करून समान अपूर्णांकीय लांबी काढणे.

मागील भागात तमु्ही कागदाच्या घडीचा उपयोग करून विविध अपरू्णांक ह ेअपरू्णांकीय एककाच्या 
सहाय्याने दर्शविले आहते. त्याच कागदी पट्ट यांच्या सहाय्याने कांंही अधिक कृती करुया. 

164

1
2

2
4

4
8

  

1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

1
4

2
4

3
4

4
4

1
3

2
3

3
3

1
2

2
2

   तमु्ही काय निरीक्षण केले आह?े

• 2
1  आणि 4

2  यांची लांबी समान आह ेका?

• 4
2  आणि 8

4  यांची लांबी समान आह ेका?

आम्ही असे सांगतो की, 2
1 = 4

2  = 8
4

ह े 'सममलू्य' अपरू्णांक आहते जे सारखीच लांबी 
दर्शवितात, परंत ुते वेगवेगळ्या अपरू्णांकीय एककांनी 
दर्शविले जातात.

आता कागदी पट्टीचा उपयोग करून 3
1  किवा 6

2  ह े 
सममलू्य अपरू्णांक आहते किवा नाहीत ते तपासा. 

खाली दिलेल्या चित्रांमधील अशा पट्टयांचा उपयोग 
करुन तमु्ही स्वतः अपरू्णांक भितं तयार करा.

* 	 अपरू्णांक भितंीकडे पाहिल्यानंतर खालील प्रश्नांची उत्तर लिहा.

1) 	 2
1  आणि 6

3  यांची लांबी समान आह ेका?

1
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2) 	 3
2  आणि 6

4  ह ेसममलू्य अपरू्णांक आहते काय? का? 

164

1
2

2
4

4
8

  

1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

1
4

2
4

3
4

4
4

1
3

2
3

3
3

1
2

2
2

1 एकक

3) 	 6
1  लांबीच्या किती तकु�ांपासनू 

2
1  लांबी बनेल?

4) 	 6
1  लांबीच्या किती पासनू 3

1  लांबी 
बनेल? 

	 या कल्पनेचा उपयोग करून आम्ही एक अपरू्णांक भितं 10
1  अपरू्णांकीय एकक पर्यंत वाढव ूशकतो. 

(ही अपरू्णांक भितं पसु्तकाच्या शवेटी दिलेली आह.े)

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

1
10

2
10

3
10

4
10

5
10

6
10

7
10

8
10

9
10

10
10

2
9

3
9

4
9

5
9

6
9

7
9

8
9

9
9

2
8

3
8

4
8

5
8

6
8

7
8

8
8

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

1
7

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

2
5

3
5

4
5

5
5

2
4

3
4

4
4

2
3

3
3

2
2

1 एकक

 

*    शोधा पाहू. 

1)	 6
3 , 8

4 , 10
5   ह ेसममलू्य अपरू्णांक आहते? का?

2)	 6
2  साठी दोन सममलू्य अपरू्णांक लिहा.

3)	 6
4  =   =    =    = .................. ( शक्य तितके तमु्ही लिहा.)

7
7
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समान वाटणीचा उपयोग करून सममल्य अपूर्णांकाचे आकलन 

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

1
10

2
10

3
10

4
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5
10

6
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7
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8
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9
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10
10

2
9

3
9

4
9

5
9

6
9

7
9

8
9

9
9

2
8

3
8

4
8

5
8

6
8

7
8

8
8

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

1
7

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

2
5

3
5

4
5

5
5

2
4

3
4

4
4

2
3

3
3

2
2

चार वाटे ह ेप्रत्येकाच्या 
वा�ाच्या समान आहते!

एक भाकरी चार मलुांमध्ये समानरित्या वाटली आह.े प्रत्येक मलुाला 
संपरू्ण भाकरीचा कितवा भाग (अपरू्णांक) मिळेल? शजेारील आकृती ही 
एका भाकरीची चार मलुामध्ये होणारी विभागणी दर्शवित. प्रत्येक मलुाला 
मिळालेला भाकरीचा अपरू्णांक 4

1  आह.े 

ही घटना तमु्ही भागाकार, बेरीज आणि गणुाकार स्वरूपात सधु्दा 
दर्शव ूशकता. 

भागाकार स्वरूप	 1 ÷ 4 = 4
1  

बेरीज स्वरूप	 1 = 4
1  + 4

1  + 4
1  + 4

1  

गणुाकार स्वरूप	 1 = 4 × 4
1

*    शोधा पाहू. 

1) 	 4 मलुांमध्ये तीन भाकऱ्या समानरित्या वाटल्या आहते. आकृतीमध्ये भागाकार दर्शवा आणि प्रत्येक 
मलुाला मिळणारा अपरू्णांक किती ते लिहा. संगत भागाकार, बेरीज आणि गणुाकार स्वरूपात सधु्दा 
लिहा.							        

प्रत्येक मलुाला मिळणारी भाकरी (अपरू्णांकात) _______    

भागाकार स्वरूप :

बेरीज स्वरूप :

गणुाकार स्वरूप : 

तमुच्या चित्राची तलुना करा आणि तमुच्या वर्गमित्राला उत्तर द्या. 

2) 	 जर 2 भाकऱ्यांच े4 मलुांमध्ये समानरित्या वाटप केले. तर प्रत्येक मलुाला मिळणारा वाटा दर्शविणारी 
आकृती काढा. संगत भागाकार, बेरीज आणि गणुाकार स्वरूपात सदु्धा लिहा.

3) 	 अनिल हा एका 5 मलुांच्या गटामध्ये असनू 2 केक त्यांच्यामध्ये समानरित्या वाटले आहते. तर 
अनिलला किती केक मिळेल? 

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



37

J{UV

आता जर माझ्या गटात 10 मलेु 
असतील तर अनिल इतकाच केक 

मिळण्यासाठी मला किती केक 
लागतील?

जर आम्ही दोन असे  
गट एकत्रित केले. एका गटात 2 केक 5 

मलुांमध्ये समान वाटले आणि दसुऱ्या गटात 
पनु्हा 4 केक 10 मलुांमध्ये समान वाटले. तर 

काय होईल?

1
2

1
2

2
4

2
4

2
4

2
4

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6

म्हणनू या दोन्ही स्थितीमध्ये प्रत्येक मलुाचा 
वाटा समान आह.े

म्हणनू 5
2  = 10

4  !

  गट 1

  गट 2

खालील सदंर्भात प्रत्येक मलुाच्या वा�ाच ेपरीक्षण करूया.

• 	 1 भाकरी 2 मलुांमध्ये समान वाटली आह.े

• 	 2 भाकऱ्या 4 मलुांमध्ये समान वाटल्या आहते.  

• 	 3 भाकऱ्या 6 मलुांमध्ये समान वाटल्या आहते.

चला चित्र काढून वाटूया!

प्रत्येक स्थितीमध्ये प्रत्येक मलुाचा वाटा सारखाच आह ेह ेतमुच्या लक्षात आले आह ेका? म्हणनू 
आम्ही असे सांग ूकी 2

1  = 4
2  = 6

3
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1
2

1
2

2
4

2
4

2
4

2
4

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6

1 भाकरी दोघामध्ये 
समानरित्या वाटली 

आह.े

2 भाकऱ्या 4 जणांमध्ये 
समानरित्या वाटल्या 

आहते.

3 भाकऱ्या 6 जणांमध्ये 
समानरित्या वाटल्या 

आहते.

समान वाटा असणाऱ्या अपरू्णांकाना ‘सममलू्य अपरू्णांक’ असे म्हणतात.

म्हणनू 2
1 , 4

2  आणि 10
5  ह ेसर्व सममल्य अपूर्णांक आहते.

 2 
1  च ेकांंही अधिक सममलू्य अपरू्णांक काढा. येथे असलेल्या चौकटीत ते लिहा.

		    		     		     	  

खाली दाखविलेल्या संदर्भात भाकरीच ेसमान वाटप करा आणि प्रत्येक मलूाचा वाटा खाली लिहा. या   
प्रत्येक घटनेतील वाटणी सारखीच आह ेकाय? का?

        

2
3

2
3

2
3

2 भाकऱ्या  
3 मलुांमध्ये समान 

वाटल्या.

4 भाकऱ्या  
6 मलुांमध्ये समान 

वाटल्या.

6 भाकऱ्या  
9 मलुांमध्ये समान 

वाटल्या.

 3
2  ला  6

4  च ेसाध ेरूप असे सधु्दा म्हणतात. ते  9
6  च ेसधु्दा साध ेरुप आह.े

या प्रत्येक अपरू्णांकांच्या अशं आणि छेदामधील संबंधाविषयी 
तमु्हाला कांहीतरी दिसनू येते का?
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*    शोधा पाहू. 

गाळलेल्या सखं्या शोधा.

गणिती बोल

a) 	 5 रसाच ेपेले 4 मित्रांमध्ये समान वाटले आहते. ह े_____ रसाच ेपेले 8 मित्रांमध्ये समान वाटल्या 
प्रमाणचे आह.े							            	

	 म्हणनू  4
5  =  8  

b) 	 4 कि. ग्रॅ. बटाटे ह े3 पिशव्यांमध्ये समान विभागले आहते. ह े12 कि. ग्रॅ. बटाटे 
____  पिशव्यांमध्ये समान विभागणी करण्याप्रमाणचे आह.े 

	 म्हणनू   3
4  =  12  

c) 	 7 भाकऱ्यांच े5 मलुांमध्ये वाटप करण ेह े_____ भाकऱ्यांच े______ मलुांमध्ये वाटप करण्याशी 
समान आह.े

* 	 कोणत्या गटातील प्रत्येक मलुाला जास्त चिक्की मिळेल?1 चिक्की 2 मलुांमध्ये वाटण ेकी 5 चिक्क्या 
8 मलुांमध्ये वाटप करण.े

मुक्ता : 	 म्हणनू आम्ही 2
1  आणि 8

5  ची तलुना केली पाहिजे. कोणते अधिक आह?े

शबनम : 	ठीक आह.े आम्ही ह ेपाहिले आह ेकी 2
1  = 8

4  आणि स्पष्टपण े 8 
4  < 8

5 . म्हणनू 5 चिक्क्यांच े
8 मलुांमध्ये समान केलेले वाटप ह े1 चिक्की 2 मलुांमध्ये समान केलेल्या वाटपापेक्षा अधिक 
आह.े म्हणनू दसुऱ्या गटातील मलुांना प्रत्येकी अधिक चिक्की मिळेल.

* 	 खालील गटाविषयी काय? कोणत्या गटातील प्रत्येक मलुाला अधिक चिक्की मिळेल? 1 चिक्की 2 
मलुांमध्ये वाटण ेकी 4 चिक्क्या 7 मलुांमध्ये वाटण?े

शबनम : 	या वेळी कोणत्या गटातील मलुांना अधिक चिक्की मिळेल?

मुक्ता : 	 आम्ही 7
1  आणि  7

4   ची तलुना केली पाहिजे.

	 आता,  2 x 4
1 x 4  = 8

4    म्हणनू  2
1  = 8

4  

शबनम : 	परंत ुत ूअशं आणि छेदाला पनु्हा 4 ने का गणुले आहसे?

मुक्ता :  	त  ूपाहू शकतेस! 
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169

जेव्हा 4 चिक्क्यांच े7 मलुांमध्ये समान वाटप केले जाईल तेव्हा प्रत्येकाला 

7
4   चिक्की मिळेल. जेव्हा 4 चिक्कींच े 8 मलुांमध्ये समानरित्या वाटप 

जाईल जाते तेव्हा प्रत्येकाला  8
4  चिक्की मिळेल. म्हणनू  7

4  > 8
4  

170

जर वाटप केलेल्या एककांची संख्या समान परंत ु
ज्या मलुांमध्ये एककांच ेवाटप केले त्या एककांची 

संख्या अधिक असेल तर वाटा हा कमी आह.े

म्हणनू 7
4  > 8

4  आणि 8
4  = 2

1  म्हणनू 7
4  > 2

1  
आता मला समजले की त ूअशं आणि छेदाला 4 ने का 

गणुले आह.े
        

*	 समजा मलुांची संख्या समान ठेवलेली आह ेपरंत ुवाटप केलेल्या एककांची संख्या वाढविली आह.े
तर आता तमु्ही प्रत्येक मलुाच्या वाटणी विषयी काय सांग ूशकाल? का? तमुच्या तर्कांच ेवर्णन कसे 
कराल? चर्चा करा. 

	 5
1  < 5

2 ,   7
3  < 7

4   आणि	  2
1  < 8

5

* 	 आता कोणत्या दोन गटातील प्रत्येक मलुाला मो�ात मोठा वाटा मिळेल ह ेठरवा. 

गणिती बोल
       1)    गट 1 : 3 ग्लास ऊसाचा रस 4 मलुांमध्ये समान प्रमाणात विभागला आह.े

	 गट 2 : 7 ग्लास ऊसाचा रस 10 मलुांमध्ये समान प्रमाणात विभागला आह.े

        2) 	 गट 1 : 4 ग्लास ऊसाचा रस 7 मलुांमध्ये समान प्रमाणात विभागला आह.े

	 गट 2 : 5 ग्लास ऊसाचा रस 7 मलुांमध्ये समान प्रमाणात विभागला आह.े

	 कोणत्या गटाची तलुना करण ेसोपे जाते? का?
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170

जेव्हा मलुांची संख्या समान 
असते तेव्हा तलुना करण ेसोपे 

जाते, नाही का?

शबनम : 	पहिल्या दोन गटांची तलुना करण्यासाठी आम्हाला  4
3  आणि 10

7   या अपरू्णांकांच ेसममलू्य 
अपरू्णांक काढावे लागतील.

मुक्ता :   	  8
6  =  4

3  आणि  30
21 = 10

7   याविषयी कसे?

शबनम : 	तथे एक अट आह.े दोन अपरू्णांकासाठी वापरलेले अपरू्णांकीय एकक सारखचे असण ेआवश्यक 
आह.े 6

2  आणि 6
3  या दोन्हीमध्ये वापरलेला अपरू्णांकीय एकक सारखचे 6

1  इतके आह.े 
(म्हणजेच छेद समान आहते) परंत ु 8

6  आणि 30
21 यामध्ये वापरलेली अपरू्णांकीय एकके सारखीच 

नाहीत (त्याना वेगवेगळे छेद आहते).

मुक्ता :	 ठीक आह,े त्यासाठीच आपण सममलू्य अपरू्णांक बनविण्याची सरुुवात करुया.

	  4
3  =  8

6   =  12
9   =  16

12 = 20
15   परंत ुकें व्हा मी थांबेन?

शबनम :  समजले, 4×10 = 40 पर्यंत गेल्यास काय होईल?

मुक्ता : 	त लुा दोन छेदांचा गणुाकार असे म्हणायच ेआह ेका? खपू छान!

	 आपल्याकडे 4
3  आणि  10

7  आहते. येथे दोन छेदांचा (4 आणि 10) गणुाकार 40 आह.े 

	  4
3  =  8

6   =  12
9   =  16

12  =  20
15  = 24

18  = .................. =  36
27  =  40

30 

	 10
7   =  20

14  =  30
21  = 40

28  		              छेद 40 मिळेपर्यंत आम्ही जाऊ.

  

परंत ुअसे लक्षात येते की,  20
15  आणि   

20
14  चा छेद सधु्दा समान आह.े

होय, आम्हाला प्रत्येक  
अपरू्णांकांची अपरू्णांकीय एकके 
सारखीच मिळविण ेगरजेच ेआह.े
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शबनम : 	म्हणनू,  4
3  आणि 10

7  च ेसारखचे अपरू्णांकीय एकक (समान छेद) असणारे सममलू्य अपरू्णांक   

40
30 आणि 40

28  किवा  20
15  आणि  20

14  आहते. म्हणनू स्पष्टपण े 40
30  >  40

28

	 आम्ही असा निष्कर्ष काढू की  4
3  > 10

7

*	दि लेल्या अपूर्णाकांच्या जोडीसाठीअसे सममल्य अपूर्णांक काढा की ज्यांची अपूर्णांकीय 
एकके सारखीच आहेत.

a) 	  2
7  आणि  5

3  		  b) 	  3
8  आणि  6

5

c) 	  4
3  आणि  5

3 		  d) 	  7
6  आणि  5

8

e)	  4
9  आणि  2

5   		  f)	  10
1  आणि  9

2

g) 	  3
8  आणि  4

11		  h) 	  6
13 आणि  9

1   

अपूर्णांक सकं्षिप्त रुपात किवा साध्या रुपात दर्शविणे

कोणत्याही अपरू्णांकांमध्ये जर त्यांच्या अशंाचा आणि छेदाचा 1 व्यतिरिक्त समाईक अवयव नसेल 
तर त्या अपरू्णांकाला सकं्षिप्त रुपात आह ेकिवा साध्या रुपात आह ेअसे म्हणतात. दसुऱ्या शब्दात जेव्हा 
अपरू्णांकाच ेअशं आणि छेद ह ेशक्य तितके लहान असतात. तेंव्हा तो अपरू्णांक सकं्षिप्त रुपात आह ेअसे 
म्हणतात.

अशं आणि छेद ह ेशक्य तितके लहान असणारे सममलू्य अपरू्णांक शोधनू कोणतेही अपरू्णांक सकं्षिप्त 
रुपात दर्शविता येतात.

अपरू्णांक संक्षिप्त रुपात कसे दर्शवितात ते पाहूया.

उदाहरण:  20
16 हा अपरू्णांक संक्षिप्त रुपात आह ेका? नाही, 4 हा 16 आणि 20 चा समाईक अवयव आह.े

	  20
16  च ेसंक्षिप्त रुपात रुपांतर करुया.

आम्हाला माहित आह ेकी, 16 (अशं) आणि 20 (छेद) ह ेदोन्हीही 4 च ेविभाज्य आहते.

म्हणनू  
20 ÷ 4
16 ÷ 4  =  5

4

आता, 4 आणि 5 चा समाईक अवयव नाही. म्हणनू  20
16  ह े 5

4  असे संक्षिप्त रुपात दर्शविले आह.े 
म्हणनू  5

4   ला 20
16  च ेसाध ेरूप असेही म्हणतात. कारण 4 आणि 5 ला 1 व्यतिरिक्त समाईक अवयव नाही.
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172

कोणत्याही अपरू्णांकाच्या अशंाला आणि 
छेदाला त्यांच्या म.सा.वि. ने भागनू त्याच े

संक्षिप्त रुपात रुपांतर करता येते.

विविध पायऱ्यांद्वार सदु्धा अपरू्णांक संक्षिप्त रुपात दर्शविले जाऊ शकतात.

समजा आम्हाला 60
36  ह े संक्षिप्त रुपात दर्शविले पाहिजे. प्रथम आम्हाला असे दिसनू येते की, अशं 

आणि छेद या दोन्ही समसंख्या आहते. म्हणनू आम्ही दोन्हींना 2 ने भाग,ू आम्हाला  60
36 = 30

18 असे मिळते.

	 पनु्हा अशं आणि छेद ह े दोन्ही सम आहते. म्हणनू प्रत्येकाला आम्ही पनु्हा 2 ने भाग ू शकतो. 
आम्हाला   30

18 = 15
9   मिळते.

आता आम्हाला असे दिसनू येते की, 9 आणि 15 ह ेदोन्ही 3 च ेगणुक आहते. म्हणनू आम्ही दोन्ही 
संख्याना 3 ने भागल्यास 15

9  =  5
3  मिळते.

आता 3 आणि 5 च े 1 व्यतिरिक्त समाईक अवयव नाहीत. म्हणनू 5
3  ह े  60

36  च े संक्षिप्त रुप 
आह.े	

पर्यायाने आम्हाला  60
36  मध्ये असे दिसनू येते की, अशं आणि छेद ह ेदोन्ही 12 च ेगणुक आहते. 

त्यामळेु 36 = 3 x12 आणि 60 = 5 x12 असे मिळतात. म्हणनू आम्ही असा सरळ निष्कर्ष काढू शकतो 
की  60

36  =  5
3

दोन्ही पध्दतीने केल्यास सारखचे उत्तर मिळते. परंत ुकांंही वेळा पायऱ्यांनी सोडविण ेसोपे जाते.

*    शोधा पाहू.

खालील अपरू्णांक संक्षिप्त रुपात दर्शवा. 

a)  51
17  		 b)  144

64   	 c)  147
126  	 d)  112

525 

7.7 अपूर्णांकांची तुलना  

5
4  किवा 9

7  यापैकी कोणता मोठा आह?े प्रत्यक्षपण ेअशा दोन अपरू्णांकांची तलुना करण ेकठीण 
जाते. तथापि आम्हाला सारखाच छेद असणारे दोन सममलू्य अपरू्णांक शोधण ेमाहित आह.े त्याचा कसा 
उपयोग करावा ह ेआता आपण पाहूया.
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172

45 हा 5 आणि 9 यांचा समाईक 
गणुक आह.े म्हणनू आम्ही 45 हा 

समाईक छेद वापरु शकतो.

 5
4  = 

5 x 9
4 x 9  =   45

36

 9
7  = 

9 x 5
7 x 5  =   45

35

स्पष्टपण े   45
36  > 45

35

  म्हणनू    5
4  > 9

7  

दसुऱ्या जोडीसाठी हा प्रयत्न करूया.  9
7  आणि  21

17 

63 हा 9 आणि 21 यांचा समाईक गणुक आह.े त्यामळेु आम्ही असे लिहू.

  9
7  = 9 x 7

7 x 7  =   63
49 ,   21

17  =  21 x 3
17 x 3  =   63

51

स्पष्टपण े 63
49  < 63

51              म्हणनू   9
7  <  21

17 

सारांश घेऊया!

दिलेल्या दोन किवा अधिक अपरू्णांकांच्या आकाराची तलुना करण्यासाठी पायऱ्या : 

पायरी 1: 	दिलेल्या अपरू्णांकांना सममलू्य अपरू्णांकामध्ये अस े बदला की ते सर्व सारखाच छेद किवा 
सारख्याच अपरू्णांकीय एककात व्यक्त करता येतील. 

पायरी 2: आता फक्त सहजपण े छेदांची तलुना करून प्रत्येक अपरू्णांकामध्ये असणाऱ्या अपरू्णांकीय 
एककाच्या संख्येने सममलू्य अपरू्णांकांची तलुना करा. 

*    शोधा पाहू. 

1)	 खालील अपरू्णांकाची तलुना करा आणि तमुच्या उत्तराच ेसमर्थन करा.

	 a)	 3
8 , 2

5 		  b) 9
4 , 7

3 	 c) 10
7 , 14

9 	 d) 5
12, 5

8 	 e)  4
9 , 2

5 	      

2) 	 खालील अपरू्णांक ह ेचढत्या क्रमाने लिहा. 

	 a)	10
7 , 15

11, 5
2 		  b) 24

19, 6
5 , 12

7

3) 	 खालील अपरू्णांक ह ेउतरत्या क्रमात लिहा.

	 a) 16
25, 8

7 ,	 4
13,  32

17 	 b) 4
3 , 5

12, 12
7 , 4

5  
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7.8   अपूर्णांकांची बेरीज आणि वजाबाकी 

मीनाच्या वडीलांनी कांंही चिक्क्या बनविल्या आहते. मीना त्यातील 

2
1  खाते आणि तिच्या लहान भावाला 4

1  चिक्की खाण्यास दतेे. मीना 
आणि तिच्या भावाने मिळून एकूण किती चिक्की खाल्ली आह?े

 

आम्ही ह ेचित्ररुपात दर्शवनू उत्तराकडे येऊ शकतो. एक चिक्कीचा तकुडा घऊे आणि दाखविल्याप्रमाण े
प्रथम तिची दोन भागात विभागणी करु.  

चित्रात दर्शविल्याप्रमाण े मीना 
त्यातील 2

1  चिक्की खाते. 

मीनाने खाल्ली
भावाने खाल्ली

आता राहिलेल्या अर्ध्या 
चिक्कीच े दाखविल्याप्रमाण े पढेु दोन 
भाग करू. या तकु�ाचा प्रत्येक भाग 
हा संपरू्ण चिक्कीच्या  4

1  आह.े 

खाल्लेली एकूण चिक्की

चित्रात दाखविल्याप्रमाण े
मीनाच्या भावाने संपरू्ण चिक्कीचा   4

1  भाग 
खाल्ला.

खाल्लेली एकूण चिक्की 
2
1  (मीनाने) 

आणि 
4
1  (तिच्या भावाने) आह.े

	 खाल्लेली एकूण चिक्की
 	 =  

2
1  +  

4
1   

	 =  
4
1  + 

4
1  + 

4
1  

	 =   3 x 
4
1  

	 =  
4
3  

एकूण चिक्कीपैकी किती चिक्की शिल्लक राहिली आह?े

मीनाने खाल्ली
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समान अपूर्णांकीय एकक किवा समान छेद असणाऱ्या अपूर्णांकांची बेरीज  

उदाहरण :  
5
2  आणि 

5
1  ची बेरीज करा. 

आयताकार पट्ट यांचा उपयोग करून दोन्ही अपरू्णांक दर्शव.ू दोन्ही अपरू्णांकांमध्ये सारखाच अपरू्णांकीय 
एकक  

5
1  आह.े म्हणनू प्रत्येक पट्टी 5 समान भागात विभागता येईल.

म्हणनू 
5
2  ह ेअसे दर्शविता येईल.

आणि 
5
1  ह ेअसे दर्शविता येईल.

	 दिलेल्या दोन अपरू्णांकांची बेरीज ही छायांकीत केलेल्या भागांच्या एकूण संख्येशी समान आह.े 
त्यापैकी प्रत्येकाचा सारखा अपरू्णांकीय एकक 

5
1  आह.े

या घटनेमध्ये छायांकीत केलेल्या भागांची एकूण संख्या 3 आह.े म्हणनू प्रत्येक छायांकीत केलेला भाग 
अपरू्णांकीय भाग 

5
1  दर्शवितो. आम्हाला असे दिसनू येते की, छायांकीत केलेले 3 भाग एकत्रितपण े

5
3  हा 

अपरू्णांक दर्शवितात.    				               

म्हणनू  
5
2 + 

5
1  =  

5
3   

उदाहरण :  
7
4  आणि 

7
6  ची बेरीज करा. 

पनु्हा आयताकार पट्ट यांच्या नमनु्याचा उपयोग करून दोन्ही अपरू्णांक दर्शव.ू येथे दोन्ही अपरू्णांकांच े 
अपरू्णांकीय एकक समान म्हणजेच  

7
1  आहते. म्हणनू प्रत्येक पट्टी 7 समान भागात विभागता येईल.

त्यानंतर 
7
4  ह ेअसे दर्शविता येईल. 

आणि 
7
6  ह ेअसे दर्शविता येईल.
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	 सारखचे अपरू्णांकीय एकक 
असलेल्या अपरू्णांकांची बेरीज 
करताना प्रत्येक अपरू्णांकामधील 
फक्त अपरू्णांकीय एककांची संख्या 
मिळविली पाहिजे.

या घटनेमध्ये छायांकीत केलेल्या भागांची एकूण संख्या 
10 आह ेआणि प्रत्येक छायांकीत भाग हा अपरू्णांकीय एकक 

7
1  दर्शवितो. म्हणनू छायांकीत केलेले भाग एकत्रितपण े 

7
10  

अपरू्णांक येथे दाखविला आह.े

  

  	   

   

		  म्हणनू  
7
4  +  

7
6  =  

7
10

			                =  1 + 
7
3                

			                =  1
7
3

   

   

* 	 संख्या रेषचेा उपयोग करून 
6
4  + 

7
6  ची बेरीज करण्याचा प्रयत्न करा. तमु्हाला सारखचे उत्तर मिळते 

का?

वेगवेगळी अपूर्णांकीय एकके किवा वेगवेगळे छेद असणाऱ्या अपूर्णांकांची बेरीज 

उदाहरण:  
4
1  आणि 

3
1  ची बेरीज करा.

वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके असणाऱ्या अपरू्णांकांची बेरीज करताना प्रथम अपरू्णांकाच ेसमान छेद /
अपरू्णांकीय एकक असणाऱ्या सममलू्य अपरू्णांकात रुपांतर करावे.

या घटनेमध्ये 3×4 = 12 असा समाईक छेद बनविला आह.े 
12
1  ह ेअपरू्णांकीय एकक असणारे सममलू्य 

अपरू्णांक आम्ही काढू शकतो.

दिलेल्या प्रत्येक अपरू्णांकासाठी आता आपण सममलू्य अपरू्णांक लिहूया.

  4
1  =  4 x 3

1 x 3
 = 12

3  ,       3
1  =  3 x 4

1 x 4
 = 12

4  

आता 12
3  आणि  12

4   यांना सारखचे 12
1  इतके अपरू्णांकीय एकक आह.े
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म्हणनू  4
1 + 3

1  =  12
3  + 12

4   =  12
7   

	कित ीही अपरू्णांक मिळविण्यासाठी कार्य करणारी ही बेरीज पध्दत प्रथम ब्रम्हगपु्तानी इसवीसन 628 
मध्ये स्पष्टपण ेवर्णन केली होती. आम्ही अपरू्णांकांच्या विकासाच्या इतिहासाच ेवर्णन अधिक तपशीलाने 
पढुील पाठात करूया. त्यासाठी आता आम्ही अपरू्णांकाच्या बेरजेच्या ब्रम्हगपु्तांच्या पध्दतीतील पायऱ्यांचा 
फक्त सारांश घऊेया. 

अपूर्णांकाच्या बेरजेची ब्रम्हगुप्तांची पध्दत 

1) 	 सर्व अपरू्णांकाच ेसमाईक अपरू्णांकीय एकक असणारे सममलू्य अपरू्णांक काढा. ह े छेदाच ेसमाईक 
गणुक शोधनू काढण ेशक्य आह.े (म्हणजेच छेदांचा गणुाकार किवा छेदांचा ल.सा.वि.)

2) 	 सारखीच अपरू्णांकीय एकके असणारे सममलू्य अपरू्णांक मिळवा. छेद समान ठेवनू अशंाची बेरीज 
केल्याने ह ेशक्य होते.

3) 	 जर आवश्यकता असेल तर परिणाम संक्षिप्त रुपात दर्शवा.

ब्रम्हगपु्ताच्या पध्दतीच ेआणखी उदाहरण घऊे.

उदाहरण :  3
2  आणि  5

1  ची बेरीज करा. 

दिलेल्या अपरू्णांकाच ेछेद 3 आणि 5 आहते. 3 आणि 5 चा. ल. सा. वि. 15 आह.े नंतर आम्हाला दिसनू 

येते की  3
2  =  3 x 5

2 x 5
 = 15

10 ,       5
1  =  5 x 3

1 x 3
 = 15

3  

म्हणनू   3
2  +  5

1  =   15
10  +  15

3  = 15
13 

उदाहरण:   6
1  आणि 3 

1  ची बेरीज करा. 

	      6 आणि 3 चा ल. सा. वि. 6 आह.े 

 	     6
1  ह े 6

1  असेच राहील. 

  	     3
1  =  3 x 2

1 x 2
 = 6

2

म्हणनू  6
1  +  3

1  =   6
1   +  6

2  = 6
3  

हवे असल्यास 6
3  अपरू्णांक हा आता संक्षिप्त रुपात दर्शविता येतो. अशंाला आणि छेदाला 3 ने भागनू 

ह ेकरता येते. (3 आणि 6 चा महत्तम साधारण विभाजक) 

	     6
3  =  6 ÷ 3

3 ÷ 3
 = 2

1
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म्हणनू  6
1  + 3

1  =   2
1   

*    शोधा पाहू. 

1)	 ब्रम्हगपु्तांच्या पध्दतीचा उपयोग करून खालील अपरू्णांकांची बेरीज करा.

	 a)  7
2  + 7

5  + 7
6  	 b)  4

3  + 3
1  			   c)  3

2  + 6
5

	 d)  3
2  + 7

2  		  e)  4
3  + 3

1  + 5
1  		  f)  3

2  + 5
4  

	 g)  5
4  + 3

2  		  h)  5
3  + 8

5  			   i)  2
9  + 4

5  

	 j)  3
8  + 7

2  		  k)  4
3  + 3

1  + 5
1  		  l)  3

2  + 5
4  + 7

3  

	 m)  2
9  + 4

5  + 6
7  

2) 	रह ीम हिरवा रंग बनविण्यासाठी 4
3  लिटर निळ्या रंगामध्ये  3

2  लिटर पिवळा रंग मिसळतो. त्याने 
बनविलेल्या हिरव्या रंगाच ेघनफळ किती आह?े 

3) 	 गीता 1 मी. परिमिती असणाऱ्या एका टेबलावरील कापडाच्या संपरू्ण काठाला लावण्यासाठी 5
2  मीटर 

इतकी नक्षीदार झालर खरेदी करत आणि शामिम 4
3  मीटर इतकी त्यासारखीच झालर खरेदी करत. 

दोघींनी खरेदी केलेल्या नक्षीदार झालरची एकूण लांबी काढा. संपरू्ण काठाला लावण्यासाठी ती झालर 
परेुल का?

समान अपूर्णांकीय एकक किवा समान छेद असणाऱ्या अपूर्णांकांची वजाबाकी 

ब्रम्हगपु्तांची पध्दत अपरू्णांकांच्या वजाबाकीला सधु्दा लाग ूपडते.

      7
6  मधनू 7

4  वजा करण्याच्या समस्येपासनू सरुुवात करुया. म्हणजेच  7
6  - 7

4  ह ेकिती आह?े 

ही समस्या सोडविण्यासाठी आम्ही पनु्हा आयताकार पट्टयांचा उपयोग करु शकतो. दोन्ही अपरू्णांकामध्ये 
अपरू्णांकीय एकक समान आह,े म्हणजेच  7

1   प्रथम मोठा अपरू्णांक हा एका आयताकार पट्टीच्या नमनु्याचा 
उपयोग करून खाली दाखविल्याप्रमाण ेदर्शवयूा.  

7
6
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प्रत्येक छायांकीत केलेला भाग 7
1  दर्शवितो. आता आम्हाला  7

4  वजा करावयाच ेआह.े ह ेकरण्यासाठी 
छायांकीत केलेले 4 भाग काढून टाकूया.

 

अपरू्णांकीय भाग 
काढले पाहिजेत.

येथे आम्ही ह ेप्रत्यक्षपण े
करु शकतो कारण दोन्ही 

अपरू्णांकांची अपरू्णांकीय एकके 
समान आहते.

म्हणनू आमच्याकडे 2 छायांकीत भाग शिल्लक राहिलेले आहते. म्हणजेच   7
6  - 7

4  = 7
2

हा अभ्यास संख्यारषचेा उपयोग करून करण्याचा प्रयत्न करा.

*    शोधा पाहू. 

1)	 8
5  - 8

3 		   2)   9
7  - 9

5 		  3)   27
10 - 27

1 		

वेगवेगळी अपूर्णांकीय एकके किवा वेगवेगळे छेद असणाऱ्या अपूर्णांकांची वजाबाकी

उदाहरण:  4
3  - 3

2  वजाबाकी करा.

सारखीच अपरू्णांकीय एकके असलेल्या अपरू्णांकांच्या वजाबाकीची पध्दत ही आपल्याला माहित आह.े 
दिलेल्या प्रत्येक अपरू्णांकाच ेरुपांतर ह ेसारख्याच अपरू्णांकीय एकके असलेल्या सममलू्य अपरू्णांकामध्ये 
करुया.

181

  

होय! ह ेकेल्याने आम्ही दोन अपरू्णांक 
सहजपण ेवजा करु शकतो.

विचार करा! अशं आणि छेद या दोन्हीना 
गणुण्यासाठी आम्ही 3 ची निवड का केली 

आह?े

  4
3  =  4 x 3

3 x 3
 = 12

9

                         

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



51

J{UV

 आणि त्याचप्रमाणे

        3
2  =  3 x 4

2 x 4
 = 12

8           

181

  

पनु्हा! अशं आणि छेद या दोन्हीना गणुण्यासाठी 
आम्ही 4 ची निवड का केली आह?े

म्हणनू   4
3  - 3

2  = 12
9   - 12

8  = 12
1  

दोन अपूर्णांकांच्या वजाबाकीसाठी ब्रम्ह‌गुप्तांची पध्दत 

1) 	 दिलेल्या अपरू्णांकाच ेरुपांतर ह ेसारख्याच अपरू्णांकीय एककांमध्ये म्हणजेच समान छेद असणाऱ्या  
अपरू्णांकामध्ये करा.

2) 	 सारखीच अपरू्णांकीय एकके असलेल्या अपरू्णांकांची वजाबाकी करा. अशंाची वजाबाकी आणि छेद 
सारखाच ठेऊन ह ेकरु शकतो. 

3) 	 जर गरज असेल तर परिणाम हा सरळरुपात दऊेन संक्षिप्त रुपात लिहा. 

*    शोधा पाहू. 

1) 	 ब्रम्हगपु्तांच्या पध्दतीचा उपयोग करून खालील अपरू्णांकांची वजाबाकी करा.

	 a)	15
8  - 15

3 	   b)   5
2  - 15

4 		  c)  6
5  - 9

4  	             d)  3
2  - 2

1 	

2) 	 सचूविल्याप्रमाण ेवजाबाकी करा.

	 a) 	3
10   मधनू    4

13  

	 b)  3
23   मधनू    5

18 

	 b)  7
45   मधनू    7

29 

3) 	 खालील उदाहरण े/ समस्या सोडवा.

a) 	 जयाची शाळा ही तिच्या घरापासनू  10
7   कि.मी. दरू आह.े ती दररोज तिच्या घरापासनू 2

1  
कि. मी. रिक्षाने जाते आणि राहिलेले अतंर चालत जाऊन तिच्या शाळेला पोहोचते. शाळेला 
पोहोचण्यासाठी दररोज ती किती अतंर चालते?

b) 	 जीविका  3
10  मिनिटात उद्यानाला एक परू्ण फेरी घालते आणि तिचा मित्र नमित तीच फेरी 

मिनिटात घालतो. कोणाला कमी वेळ लागतो आणि किती?
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7.9   ऐतिहासिक सदंर्भ

प्राचीन भारतात अपरू्णांकाला काय म्हणतात ह ेतमु्हाला माहित आह ेका? त्याला संस्कृत मध्ये ‘भिन्न’ 
असे म्हणतात म्हणजेच ‘तटुलेला’, त्याला ‘भाग’ किवा ‘अशं’ म्हणजे ‘भाग’ किवा ‘तकुडा’ असहेी 
म्हणतात. 

आज आपण ज्याप्रकारे अपरू्णांक लिहितो, जागतिक स्तरावर त्याचा उगम भारतात झाला आह.े प्राचीन 
भारतीय गणितीय ग्रंथांमध्ये जसे की बक्षाली हस्तलिखीत (समुारे इ. स. 300 वर्षापासनू) जेव्हा त्यांना  2

1  
लिहायच ेहोते तेव्हा त्यांनी ते  2

1  असे लिहीले. जे आज आपण ज्याप्रमाण ेलिहितो त्याच्याशी जवळजवळ 
सारखचे आह.े अपरू्णांक लिहिण्याची आणि कार्य करण्याची ही पध्दत पढुील अनेक शतके भारतात वापरली 
गेली. ज्यात आर्यभट्ट (इ. स. 499), ब्रम्हपतु्र (इ. स. 628), श्रीधराचार्य (इ. स. 750) आणि महावीराचार्य (इ. 
स. 850) यांसह इतरांचा समावेश होता. त्यानंतर मोरोक्कन गणितज्ञ अल- हस्सार यांनी 12 व्या शतकामध्ये 
' 2
1 ' आणि इतर अपरू्णांकांच्या अशं आणि छेद यामधील रेषाखडंाचा परिचय केलेला आह.े पढुील कांंही 

शत‌कामध्ये हा संकेत यरुोपसह जगभरात पसरला.

प्राचीन इजिप्शियन आणि बॅबिलोनियन संस्कृत ीसारख्या इतर संस्कृ त्यांमध्ये दखेील अपरू्णांकांचा वापर 
केला गेला होता. परंत ुत्यांनी प्रामखु्याने फक्त अपरू्णांकीय एककांचा वापर केला होता, म्हणजेच 1 ह ेअशंामध्ये 
असणारे अपरू्णांक होय. अधिक सामान्य अपरू्णांक ह ेअपरू्णांकीय एककांच्या बेरजेने दर्शवत असत.आता 
त्याना 'इजिप्शियन अपरू्णांक' असे म्हणतात. अपरू्णांकीय एककांची बेरीज म्हणनू संख्या लिहिण.े म्हणजेच  

24
19 =  2

1  + 6
1  + 8

1   ही एक कला अस ूशकते आणि ती आपणास सुंदर को�ाकडे नेते. अशा एका 
कोडयाचा आम्ही खाली विचार करुया.

बेरीज, वजाबाकी, गणुाकार आणि अगदी भागाकार यासारख्या अकंगणितीय क्रियांच्या नियमांसह 
सामान्य अपरू्णांकांचा (जेथे अशं 1 असण ेगरजेच ेनाही) परिचय प्रथमतः भारतात केला गेला. 'सलुबासतू्र' 
नावाच्या प्राचीन भारतीय ग्रंथांवरून असे दिसनू येते की, वैदिक काळातही भारतीयांनी अपरू्णांकावरील 
क्रियांच ेनियम शोधले होते. अपरू्णांकासह कार्य करण्यासाठी आणि गणना करण्यासाठी सामान्य नियम आणि 
कार्यपद्धती प्रथम औपचारिकरित्या आणि आधनुिक स्वरुपात ब्रम्हगपु्त यांनी संहिताबध्द केल्या.

ब्रम्हगपु्तांची अपरू्णांकासह कार्य करण्याची आणि मोजण्याची पध्दत आजही आम्ही वापरतो.  
उदाहरणार्थ, अपरू्णांकाची बेरीज आणि वजाबाकी कशी करावी याच ेवर्णन ब्रम्हगपु्तानी खालीलप्रमाण ेकेले 
आह:े

"प्रत्येक अपरू्णांकाच्या अशंाला आणि छेदाला इतर अपरु्णांकाच्या छेदाने गणुल्यास अपरू्णांक ह ेसामान्य 
छेदात रुपांतरीत होतात. नंतर बेरजेच्या घटनेत अशं (रुपांतराने मिळाल्यानंतर) मिळवावेत. वजाबाकीच्या 
घटनेत त्याची वजाबाकी केली जाते." (ब्रम्हगपु्त, ब्रम्हस्फुत  सिद्धांत श् लोक 12.2, इ. स. 628)
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अपरू्णांकाचा समावेश असलेल्या भारतीय संकल्पना आणि पध्दती पढुील कांंही शतकांमध्ये अरबाद्वार 
यरुोपमध्ये प्रसारीत केल्या गेल्या आणि 17 व्या शतकाच्या आसपास यरुोपमध्ये सामान्यपण ेवापरल्या गेल्या 
आणि त्यानंतर त्या जगभरात पसरल्या. 

*   कोडे 

जर एखाद्याने सारखचे अपरू्णांकीय एकक वापरले तर अपरू्णांकीय एककांची बेरीज 1 येण्यासाठी ते 
मिळविण ेसोपे आह.े

उदा.  2
1  + 2

1  = 1,   3
1  + 3

1 + 3
1  = 1,  4

1  + 4
1  + 4

1  + 4
1  = 1 इत्यादी.

तथापि, जेथे सर्व वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके असतील तेथे 1 मिळविण्याच्या पद्धतीचा तमु्ही विचार 
करु शकाल काय? 

1 मिळविण्यासाठी दोन वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके मिळविण ेशक्य नाही. त्याच ेकारण असे की, 2
1

हा मो�ात मोठा अपरू्णांकीय एकक आह ेआणि  2
1  +  2

1  = 1

वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके मिळविण्यासाठी आम्हाला किमान एका  2
1  ची जागा ही लहानात 

लहान अपरू्णांकीय एककाने घ्यावी लागेल; परंत ुनंतर बेरीज 1 पेक्षा कमी असेल. त्यामळेु दोन वेगवेगळ्या 
अपरू्णांकीय एकाकांच्या बेरजेने 1 मिळविण ेशक्य नाही. 

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

त्याऐवजी आपण तीन वेगवेगळी अपरू्णांकीय एककांची बेरीज म्हणनू 1 लिहीण्याची 
पद्धत शोधण्याचा प्रयत्न करु शकतो. 

1) 	त ीन वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके मिळविल्यास 1 बेरीज असणारी तमु्ही 
अपरू्णांकीय एकके तमु्ही शोध ूशकाल काय?

या समस्येची फक्त एकच उकल आह ेअसे दिसनू येते. (3 अपरू्णांकाचा क्रम बदलण्यापर्यंत) तमु्ही ते 
काढू शकाल का? पढेु वाचण्याअगोदर ते काढण्याचा प्रयत्न करा.

उकल शोधण्याचा येथे एक पध्दतशीर मार्ग आह.े आम्हाला माहित आह े की, 3
1 + 3

1 + 3
1  =1. 

वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके मिळविण्यासाठी आम्ही कमीत कमी एक 3
1  वाढविले पाहिजे आणि 

राहिलेल्यांपैकी कमीत कमी एक 3
1  कमी करून वाढविण्यासाठी संधी प्राप्त करून घतेली पाहिजे. दसुरे 

अपरू्णांकीय एकक 3
1  ला वाढविण्यासाठी ते  2

1  ने बदलण ेहा फक्त एक मार्ग आह.े

म्हणनू  2
1  ह ेएक अपरू्णांकीय एकक असले पाहिजे. 

आता  2
1  +  4

1  +  4
1   = 1 अपरू्णांकीय एकके वेगवेगळी मिळविण्यासाठी आम्ही एक 4

1  ने 
वाढविले पाहिजे आणि दसुरे 4

1  ने कमी करून समतोल राखला पाहिजे. 
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आता दसुरा अपरू्णांकीय एकक 4
1  ला वाढविण्याचा मार्ग म्हणजे तो 2

1  पासनू भिन्न असणारा म्हणजेच 

3
1  ने बदलला पाहिजे. म्हणनू दोन अपरू्णांक 2

1  आणि 3
1 असले पाहिजेत. तीन अपरू्णांक मिळविल्यास 1 

येत असेल तर तिसरा अपरू्णांक किती असला पाहिजे? 

ह ेवरील समस्येला फक्त एकच उकल का आह ेयाच ेवर्णन करत.
  

1
2 + 13 + 1

6 = 1.

	 1 बेरीज येण्यासाठी चार वेगवेगळ्या अपरू्णांकीय एककांचा शोध घतेला तर आम्हाला काय मिळेल?

2) 1 बेरीज येण्यासाठी चार वेगवेगळी अपरू्णांकीय एकके तमु्ही काढू शकाल काय?

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

असे दिसनू येते की, या समस्येला सहा उकला आहते. त्यापैकी कमीत कमी एक 
तमु्ही काढू शकाल का? तमु्ही सर्व काढू शकाल का? सारख्या कारणमिमांसा वापरून 
दोन किवा तीन अपरू्णांकीय एकके असलेल्या घटनेसाठी तमु्ही प्रयत्न करू शकाल 
काय किवा तमुच्या स्वतःच्या पध्दतीने काढा. 

एकदा तमु्ही एक उकल काढली तर वरील आकृतीप्रमाण ेएका वर्तुळाच ेभाग 
करून दर्शविण्याचा प्रयत्न करा.
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सारांश

* 	 समान वाटा असणारे अपूर्णांक: जेव्हा एककांची संपरू्ण संख्या समान भागांमध्ये विभागली 
जाते आणि समान रितीने वाटली जाते तेव्हा परिणामी अपूर्णांक मिळतात.

* 	 अपूर्णांकीय एकके: जेव्हा एक संपरू्ण मलुभतू एकक समान भागांमध्ये विभागले जाते तेव्हा 
प्रत्येक भागाला अपूर्णांकीय एकक असे म्हणतात.

* 	 अपूर्णांक वाचणे : 6
5  अशा प्रकारच्या अपरू्णांकात 5 ला अंश आणि 6 ला छेद असे म्हणतात.

*	 मिश्र अपूर्णांक : मिश्र अपरू्णांकामध्ये एक परू्ण संख्या आणि एक अपरू्णांकीय भाग असतो.

* 	 सखं्यारेषा: संख्यारषवेर अपरू्णांक दर्शविता येतात. प्रत्येक अपरू्णांकाला संख्या रेषवेर त्यांच्याशी 
संबंधित एक बिद ूअसतो.

* 	 सममल्य अपूर्णांक : जेव्हा दोन किवा अधिक अपरू्णांक समान भाग / संख्या दर्शवितात तेव्हा 
त्याना सममल्य अपूर्णांक असे म्हणतात.

* 	 सकं्षिप्त रूप : ज्या अपरू्णांकाच्या अशंाचा आणि छेदाचा 1 व्यतिरिक्त कोणताच समाईक अवयव 
नसतो तेव्हा त्याला सकं्षिप्त रूपात किवा त्याच्या साध्या रुपात आह ेअसे म्हटले जाते.

* 	 अपूर्णांक मिळविण्याची ब्रम्हगुप्तांची पध्दत : अपरू्णांकांची बेरीज करताना त्याना सारखचे 
अपरू्णांकीय एकक असलेल्या सममलू्य अपरू्णांकामध्ये रुपांतरीत करावे. (म्हणजेच समान 
छेद) आणि नंतर बेरीज मिळविण्यासाठी प्रत्येक अपरू्णाकांतील अपरू्णांकीय एककांची संख्या 
मिळविली पाहिजे. समान छेद ठेऊन अशंाची बेरीज करून ह ेसाध्य करता येते. 

* 	 अपूर्णांकाच्या वजाबाकीसाठी ब्रम्हगुप्तांची पध्दत : अपरू्णांकांची वजाबाकी करताना त्याना 
सारखचे अपरू्णांकीय एकक असलेल्या सममलू्य अपरू्णांकामध्ये रुपांतरीत करावे. (म्हणजेच 
समान छेद) आणि नंतर अपरू्णांकीय एककांची संख्या वजा करा. समान छेद ठेऊन अशंाची 
वजाबाकी करून ह ेसाध्य करता येते.

*****
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8.1 कलाकृती 

खालील आकृत्यांच ेनिरीक्षण करा आणि त्याना मकु्त हाताने काढण्याचा प्रयत्न करा.

आकृती 8.1

प्रक
रण

 - 
8

रचनेसह खेळ
)PLAY WITH STRUCTURE(
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आता स्वतःकडे कैवार (कंपास) आणि मोजपट्टी घऊेन सज्ज रहा. आपण या साधनांच्या सहाय्याने या 
आकृत्या काढू शकतो का ह ेशोधयूा आणि कैवारचा परिचय ‌करून घऊेया.

कैवार कसे बनवले जाते याच ेनिरीक्षण करा. कैवारचा वापर करून आपण कोणकोणत्या आकारांच्या 
रचना करू शकतो याचा शोध घ्या.

तमु्हाला वक्ररेषा किवा वक्र म्हणजे काय ह ेमाहित आह ेका? खाली दाखविल्याप्रमाण ेत्या कोणत्याही 
आकाराच्या असनू कागदावर पने्सिलने काढता येऊ शकतात. त्यामध्ये सरळरेषा, वर्तुळे आणि इतर 
आकृत्यांचा  समावेश अस ूशकतो.

तमुच्या वहीमध्ये ‘P’ हा कोणताही एक बिद ूघ्या. नंतर ‘P’ पासनू 4 सें.मी. अतंरावर वेगवेगळ्या 
दिशनेे तमु्हाला शक्य तितक्या बिंदचू्या खणुा करा.

* विचार करा : 

R

P

4 सें. मी.

4 सें. मी. Q

‘P’ पासनू 4 सें.मी अतंरावर सभोवती खणुा केलेल्या सर्व बिदचूी कल्पना करा. ते कसे 
दिसतात? 

ते काढण्याचा प्रयत्न करा आणि त्या वक्रावरील कांंही बिद ूघऊेन ते ‘P’ पासनू अचकूपण े4 सें.मी. 
अतंरावर आहते का ते तपासा. 

जर तमु्ही यापरू्वी असे केले नसेल तर पहा की, 
यासाठी तमु्ही कैवारचा वापर करु शकता का ते शोधा. 

तमु्ही कैवारचा वापर करून P पासनू 4 सें.मी. 
अतंरावर कांंही बिदचू्या खणुा करून सरुुवात करु 
शकता. ह ेकसे केले जाऊ शकते?
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तमु्हाला कैवार मोजपट्टीच्या कडेवर अशारितीने उघडावा लागेल की,कैवाराच ेटोक आणि पेन्सिल 
यामधील अतंर 4 सें.मी. होईल (आकृती 8.2 पहा).

* आता वक्र पूर्ण करण्याचा प्रयत्न करा.

सचूनाः आता कैवारच ेटोक स्थिर ठेऊन फक्त पने्सिलच ेटोक परू्ण फिरवा. वक्राचा आकार कोणता असेल? 
ते एक वर्तुळ आह!े

वर्तुळावर एक बिद ूघ्या. त्याच े‘P’ पासनूच ेअतंर किती असेल? ते 4 सें.मी. असेल, 4 सें.मी. पेक्षा 
कमी असेल की 4 सें.मी. पेक्षा जास्त असेल? त्याचप्रमाण ेवर्तुळावरील इतर कोणताही एक बिद ूआणि P 
यामधील अतंर किती असेल?

आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण ेP या बिदलूा वर्तुळमध्य म्हणतात तसेच वर्तुळमध्य आणि वर्तुळाच्या  
परिघावरील कोणताही एक बिद ूयामधील अतंराला वर्तुळाची त्रिज्या असे म्हणतात.

त्रिज्या वर्तुळ 
मध्य P

०     १     २    ३     ४     ५     ६    ७

आकृती  8.2

कैवारचा वापर केल्यानंतर आकृती 8.1 मधील आकृत्या पनु्हा काढा.

आकृत्यांमध्ये दाखविल्याप्रमाण ेउत्तम अशा आकृत्यांची रचना तमु्ही करू शकाल का? हवे असेल तर 
पनु्हा प्रयत्न करा.

या साधनांचा वापर केल्यामळेु रचना करण ेसोपे झाले आह ेका? आता खालील आकृत्यांची रचना 
करण्याचा प्रयत्न करा.
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* रचना करा.
1. एक व्यक्ती

	त मु्ही याची रचना कशी कराल? 

	 या आकृतीला दोन भाग आहते. 

पहिल्या भागाची रचना कशी केली जाते ह ेतमु्हाला समजले असेलच. दसुऱ्या भागाची रचना करताना 
पढुील आकृतीच ेनिरीक्षण करा.

येथे कैवारच ेटोक कुठे ठेवावे आणि वक्र काढताना त्रिज्या कोणती घ्यावी याच ेआपल्यासमोर आव्हान 
आह.े तमु्ही कैवारमध्ये ठराविक त्रिज्या घ्या आणि कैवाराच ेटोक वेगवेगळ्या ठिकाणी ठेऊन वक्र 
काढण्यासाठी निश्चित स्थान ठरवा. तमु्ही अदंाज करून कैवारच ेटोक कुठे ठेवायच ेते निश्चित करा.
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2. 	न ागमोडी तरंग (लहर)
	 याची रचना करा.

येथे मध्य रेषचेी लांबी दिलेली नाही आम्ही त्याची लांबी कितीही घऊे शकतो.

AB ही मध्य रेषा आह ेअसे समज.ू AB ची लांबी 8 सें.मी. घऊे. ते आपण AB = 8 सें.मी. असे लिहू. 

येथे पहिला तरग हा अर्धवर्तुळ स्वरुपात काढला आह.े

A X
?

8  सें.मी.

B

?

 	शोधा पाहू. 

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

1. 	 अर्धवर्तुळ काढण्यासाठी कैवारमध्ये कोणती त्रिज्या घ्यावी लागेल? AX ची 
लांबी किती असेल?

2. 	 वेगवेगळ्या लांबीची मध्य रेषा घऊेन त्यावर तरगाची रचना करा.

3. 	 अर्धवर्तुळापेक्षा कमी असलेला तरग घऊेन आकृती पनु्हा रचण्याचा प्रयत्न करा. 
(जशी व्यक्तीच्या चित्रातील मानेजवळ आह)े येथे एक आव्हान आह ेकी, दोन्ही 
तरग तंतोतंत सारखचे असायला हवेत. ह ेथोडे अवघड असेल. 
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3.   डोळे

कैवारच्या मदतीने ह ेडोळे तमु्ही कसे काढाल? 

सचूनेसाठी या प्रकरणाच्या शवेटी पहा.

    कैवार आणि पट्टीच्या मदतीने तमुच्या आवडीच्या इतर कलाकृती बनवा.

8.2 चौरस आणि आयत

आता कांंही मलुभतू आकृत्या पहा ज्यांच्या सीमा सरळ रेषाखडंांनी दर्शविल्या आहते.

आकृती 8.3

ह ेआकार कोणते आहते? होय ते आमच्या परिचयाच ेअसनू चौरस आणि आयत आहते. परंत ुह ेचौरस 
आणि आयत कसे बनतात? 

A B

D Cआकृती 8.4

ABCD हा आयत विचारात घऊे.

A, B, C आणि D ह े बिद ू आयताच े शिरोबिद ू
आहते. AB, BC, CD आणि DA या रेषा त्याच्या 
बाज ू आहते. ∠A, ∠B, ∠C आणि ∠D ह े त्याच े
कोन आहते.

AB आणि CD या निळ्या बाजूंना समुंख 
(समोरासमोरील) बाजू म्हणतात. कारण त्या एकमकेाच्या विरुध्द आहते. याचप्रमाण ेAD आणि BC ही 
संमखु बाजूंची दसुरी जोडी आह.े 
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लक्षात ठेवा की, आयतामध्ये 

R1) 	  संमखु (विरुध्द) बाज ूसमान लांबीच्या असतात.

R2) 	  सर्व कोन 90° असतात.

आयताप्रमाणचे चौरसाच ेकोन आणि बाज ूनिश्चित केलेले असतात.

	 चौरसाला खालील दोन गणुधर्म लाग ूपडतात :

S1] 	  सर्व बाज ूसमान असतात.

S2]    सर्व कोन 90° च ेअसतात.

आकृती 8.4 मधील आयत पहा त्याला ABCD ह ेनांव दिलेले आह.े हा आयत BCDA, CDAB, 
DABC, ADCB, DCBA, CBAD आणि BADC या इतर नांवानी सधु्दा दर्शविला जाऊ शकतो. असे 
असल्यास आयताला त्याच्या शिरोबिदवुरील अक्षरांचा कसाही करून दर्शविला जाऊ शकते का? नाही. 
उदाहरणार्थ आयताला ABDC किवा ACBD अशी नांवे दिली जाऊ शकत नाहीत. कोणती नांवे दिली 
जाऊ शकतात आणि कोणती दिली जाऊ शकत नाहीत ते तमु्ही पाहू शकाल का?

योग्य नांवात आयताभोवती फिरताना शिरोबिद ूज्या क्रमाने येतात त्या क्रमाने ते असले पाहिजे. त्याची 
सरुुवात कोणत्याही एका कोपऱ्यापासनू केली जाऊ शकते.

*   बाजलूा दिलेल्या चौरसाच ेखालील पैकी कोणते नांव नाही.     

1. 	 PQSR			 

R

S P

Q

2. 	 SPQR

3. 	 RSPQ

4. 	 QRSP

फिरविलेले चौरस आणि आयत 

येथे सर्व बाजूंची लांबी समान आणि सर्व कोन 90° च े
असलेला चौरसाकृती आकाराचा कागदाचा तकुडा आह.े तो 
आकृतीमध्ये दाखविल्याप्रमाण ेफिरविलेला आह.े तरी सदु्धा 
तो चौरस आह ेका? 

कागद फिरवल्यानंतरही चौरसाच ेसर्व गणुधर्म  दर्शवितो 
का ह ेपडताळून पाहूया. 
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* 	 सर्व बाज ूअजनूही समान आहते का? होय. 

* 	 सर्व कोन अजनूही 90° च ेआहते का? होय. 

चौरस फिरविल्यामळेु त्याची लांबी आणि कोन बदलत नाहीत. 
म्हणनू फिरविलेल्या आकृतीला चौरसाच ेदोन्ही गणुधर्म लाग ूपडतात. 
त्यामळेु तो चौरसच आह.े

अशाच प्रकारे तर्क  केल्यास फिरविलेला आयत सदु्धा आयतच असतो.

*   शोधा पाहू.

1. 	ठि पक्यांच्या कागदावर (आकृती 8.3 मध्ये दाखविल्याप्रमाण)े आयत आणि चार चौरसांची रचना करा.

	 आकृती पनु्हा तयार करण्यासाठी तमु्ही काय केले पाहिजेत की ज्यामळेु आयताभोवती चार चौरस 
सममितपण ेठेवता येतील? तमुच्या वर्गमित्रांशी याविषयी चर्चा करा.

2. 	 या संग्रहात कोणकोणते चौरस आहते ते ओळखा. गरज भासल्यास मोजमाप करा.

A B C D

* 	व िचार कराः वरील आकृतीमध्ये मोजमाप करण्याची कोणतीही उपकरण ेन वापरता सर्व बाज ूसमान 
आहते की नाहीत किवा सर्व कोन काटकोन आहते की नाहीत याच ेकारण शोधण ेशक्य आह ेका? 
ठिपक्यांच्या कागदावरील कोपऱ्यांच्या स्थितीकडे पाहून आपण ेह ेसांग ूशकतो का?

3. 	ठि पक्यांच्या कागदावर कमीतकमी तीन फिरविलेले चौरस आणि आयत रचा. रचना करत असताना 
त्यांच ेकोपरे बिदवूरच राहतील याची खात्री करून घ्या. तमु्ही रचलेले चौरस आणि आयत ह ेअनकु्रम े
त्यांच ेगणुधर्म दर्शवितात का ते पडताळा. 
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8.3 चौरस आणि आयत यांची रचना करणे

आता आपण चौरस आणि आयताची रचना करण्यास सरुुवात करुया. तमु्ही 6 सें.मी. बाज ूअसणारा 
चौरस कसा रच ूशकाल? 

तमुच्या मदतीकरीता तमु्ही खालील आकृत्या पाहू शकता. बाजचूी लांबी 6 सें.मी. असणारा PQRS 
हा चौकोन रचलेला आह.े 

पायरी 1					     पायरी 2

           P Q6 सें. मी. P Q6 सें. मी.

						      PQ शी लंब असणाऱ्या बिदचूी P पासनू खणू करा.
पायरी - 3

पध्दत - 1 

90°

P

S

Q6 सें. मी.

6 सें. मी.

मोजपट्टीचा वापर करून PS = 6 सें.मी. होईल अशी लंबरेषवेर 
S या बिदमूध्ये खणु करा.

पध्दत - 2

ह ेआपण कैवार वापर करून करू शकतो.
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6 सें. मी.

6 सें. मी.

P

S

Q
PS ही 6 सें.मी. लांब का असावी ते तमु्ही पाहिले आह ेका?

पायरी - 4					     पायरी - 5		

Q बिदतूनू PQ रेषाखडंाला लंब काढा.		  जर तमु्हीं कैवार वापरलेले असेल तर  
						      पढुील बिदचूी खणु तमु्ही सहजतेने करु शकाल.

S

P Q
6 सें. मी.

S
R

P Q

पायरी - 6 

S R

P Q6 सें. मी.

6 सें. मी.6 सें. मी.

90° 90°

RS ची लांबी किती आणि ∠R आणि ∠S ची मापे  
कोणती?
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   रचना करा

1. 	 बाजूंची लांबी 4 सें.मी. आणि 6 सें. मी. असणारा आयत रचा. रचना केल्यानंतर आयताच ेदोन्ही 
गणुधर्म लाग ूपडतात का ते तपासा.

2. 	 2 सें.मी. आणि 10 सें. मी. बाज ूअसणारा आयत रचा. रचना केल्यानंतर आयताच ेदोन्ही गणुधर्म 
त्याला लाग ूपडतात का ते तपासा. 					          

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

3. 	 4 बाज ूअसलेल्या आकृतीची रचना करण ेशक्य आह ेका? ज्यामध्ये               

	 *   सर्व कोन प्रत्येकी 90° आहते परंत ु

	 *   विरुद्ध बाज ूसमान नाहीत?

8.4 आयताबद्दल सशंोधन

AB = 7 सें.मी. आणि BC = 4 सें.मी. असणारा ABCD हा आयत रचा. अशी कल्पना करा की 
‘X’ हा असा एक बिद ूआह ेकी, जो AD बाजवूर कोठेही हलविला जातो. त्याचप्रमाण े‘Y’ हा एक असा 
बिद ूआह ेकी, जो BC बाजवूर कोठेही हलविला जाऊ शकतो. लक्षात ठेवा की ‘X’  हा बिद ू‘A’ किवा D 
या शवेटच्या बिदूवंर सधु्दा अस ूशकतो. त्याचप्रमाण े‘Y’ हा बिद ूB व C च्या शवेटच्या बिदूवंर सदु्धा अस ू
शकतो.

1 सें. मी.

1 सें. मी.

2 
सें.

 म
ी.

4 सें. मी

5 मि.मी

A 

C 

C

C 

C 

D 

D D 

D = X 

B = Y B = YA = X

X

A

X

A

Y

B

Y

B
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 	X आणि Y बिद ूकोणत्या स्थानावर त्यांच्या सर्वात जवळ असतील?               

गणिती बोल

     
	ह  ेबिद ूकेव्हा सर्वात लांब असतील असे तमु्हाला वाटते? तमुच ेतर्क  तमु्हाला काय 

सांगतात? तमुच्या वर्गमित्रांशी चर्चा करा. 

आता ‘X’ आणि ‘Y’ बिद ूबाजवूर घऊेन तमुच ेअदंाजे ज्ञान पडताळून पहा आणि 
ते किती जवळ आणि किती लांब आहते ते मोजा. 

XY या रेषचेी लांबी मोजनू X आणि Y मधील अतंर मिळविले जाऊ शकते.

X आणि Y बिदमूधील किमान अतंराची तलुना ही AB च्या लांबीशी कशी केली जाऊ शकते?

X आणि Y च ेस्थान बदला आणि इतर ते सर्वात जवळ आणि सर्वात दरू आहते असे इतर बिद ूतपासा. 
तमु्ही आयताची अनेक प्रकारे रचना करु शकता आणि X आणि Y च्या अनेक विविध स्थिती घऊेन प्रयत्न 
करु शकता.

X आणि Y च्या वेगवेगळ्या स्थानांसाठी तमु्ही XY च्या लांबीचा मार्ग कसा ठेवाल?

येथे ते करण्याचा एक मार्ग आह.े समजा, तमु्ही परू्वी विचारात घतेलेल्या X आणि Y ची कांंही ठिकाण े
आहते.

• 	 जेव्हा X ह ेA पासनू 5 मि.मी. अतंरावर आह ेतेव्हा Y ह ेB पासनू 3 सें.मी. अतंरावर आह.े 

XY = _____ सें.मी. _____ मि.मी.

• 	 जेव्हा X ह ेA पासनू 1 सें.मी. अतंरावर आह ेतेव्हा Y ह ेB पासनू 1 सें.मी. अतंरावर आह.े 

	 XY = सें.मी. ____ मि.मी. _____

• 	 जेव्हा X ह ेA पासनू 2 सें.मी. अतंरावर आह ेआणि Y ह ेB पासनू 4 सें.मी. अतंरावर आह े

	 XY = ____ सें.मी. ____ मि.मी. आणि वगैरे. 

 	ह  ेलिहिण्याची लघतु्तम पध्दत आह ेका? सर्व वाक्यामध्ये फक्त X व Y ची ठिकाण ेआणि XY ची लांबी 
बदलते. म्हणनू ते आपण असे लिहू शकतो.

A पासनू X चे अंतर B पासनू Y चे अंतर XY ची लांबी
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जर X आणि Y ह ेअनकु्रम ेA आणि B पासनू समान अतंरावर ठेवले तर XY ची लांबी किती होते ते 
तमु्ही तपासले का? उदाहरणार्थ त्या घटनेमध्ये खालीलप्रमाण ेदिसनू येते.

A पासनू X चे अंतर B पासनू Y चे अंतर XY ची लांबी

5 मि.मी. 5 मि.मी.

1 सें.मी. 1 सें.मी.

1  सें.मी 5 मि.मी. 1  सें.मी 5 मि.मी.

आणि इतर

* 	 या प्रत्येक घटनेचे निरीक्षण करा.

I. 	 XY च्या लांबीची AB शी तलुना कशी आह ेआणि 

II. 	 ABYX या चार बाजूंच्या आकृतीचा आकार

* 	 X आणि Y यांच्यामधील सर्वात जास्त अतंराची तलुना AC आणि BD च्या लांबीची कशी केली 
आह?े

*	  रचना करा 				                    
आयताचे तुकडे (भाग) करणे :

आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण े आयताची 
रचना 3 समान आकाराच ेचौरस होतील याप्रमाण े
करा.

उकल:
जर ह ेकठीण वाटत असेल तर ती आपण सोपी करूया.

*    शोधाः

दोन समान चौरसामध्ये विभागण ेशक्य आह ेअशा आयताची रचना करता येईल का? तमु्ही हा प्रयत्न 
करु शकता का?

 प्रथम योजना करून त्याची रचना करण ेह ेउत्तम आह.े परंत ुआपण याची योजना कशी करु शकतो? 
तमु्ही अशा पध्दतीचा विचार केलेला आह ेका?

कच्ची आकृती काढून तयार होणाऱ्या पक्क्या आकृतीच ेदृश्यीकरण करण ेही एक पध्दत येथे आह.े
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A B C

DEF

या आकृतीवरून आपण कोणता निष्कर्ष काढू शकतो?

तमु्ही समान बाज ूओळख ूशकाल का?

ज्याआर्थी दोन्ही चौरस समान आहते,

त्याअर्थी AB = BC आणि FE = ED. 

ABEF आणि BCDE ह ेचौरस आहते. प्रत्येक चौरसाच्या सर्व बाज ूसमान आहते. ह ेआपण असे 
लिहू की,

AF = AB = BE = FE 

BE = BC = CD = ED 

त्यामळेु सर्व लहान रेषा या समान आहते.

समान रेषा दर्शविण्यासाठी रेषवेर ‘।’ हा संकेत वापरून दर्शविले जाते. कच्च्या आकृतीचा संदर्भ घ्या.

ह े विश् लेषण वापरुन तमु्ही रचना करण्याचा प्रयत्न करू शकता का? लक्षात ठेवा की, वरील सर्व 
अशंांशी संबंधित आकृती म्हणजे एक आयत आह,े ज्याला दोन समान चौरसामध्ये विभागले जाऊ शकते 
आणि यासाठी कोणतेही मोजमाप घतेलेले नाही. ACDF हा आयत काढण्यासाठी एखादी व्यक्ती AF ची  
लांबी कितीही घऊे शकते. उदाहरणार्थ, जर आपण AF = 4 सें. मी. घतेले तर AC ची लांबी किती असेल? 

*    शोधा.

आता आयत परू्ण करता येईल का? 

प्रत्यक्षात मोजपट्टीने लांबी न मोजता AF ची रचना करून पढेु जाता येते. आपण AF ला लंब असणारी 
रेषा काढू शकतो जी दसुरी बाज ूहोईल इतकी लांब असेल. AB = AF असल्यामळेु AF ची लांबी विचारात 
घऊेन आपणास कसहेी B हा बिद ूमिळविण ेआवश्यक आह.े आपण पट्टीचा वापर न करता ह ेकसे करू 
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शकतो? ह ेकैवारचा वापर करून केले जाऊ शकते का?

निरीक्षण करा की, कैवार वापरुन AF ची लांबी कशी मोजली जाते.

A

F

A

F

B

कैवारचा वापर करुन B आणि C बिदुचं्या खणुा करा आणि आयत परू्ण करा. 

* 	 या यकु्तीसह एक आयत तयार करण्याचा प्रयत्न करा. जो तीन समान चौरसामध्ये विभागला जाऊ 
शकतो.

*	 एका आयताच्या बाजचूी लांबी अशी घ्या, जी खालीलप्रमाण ेविभागली जाऊ शकत नाही.

	  ~ दोन समान चौरसात 

	  ~ तीन समान चौरसात

* 	र चना करा				            

1. आयताच्या आत चौरस रचणे

8 सें. मी. आणि 4 सें. मी. बाज ूअसलेला आयत रचा. आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण ेचौरसाचा मध्य 
आणि आयताचा मध्य एकच असेल असा चौरस त्याच्या आत कसा रच ूशकाल? 

8 सें.मी.

4 सें.मी.

सचूनाः प्रथम कच्ची आकृती काढून घ्या. चौरसाच्या बाजचूी लांबी किती असेल? चौरसाच ेकोन आणि 
बाह्य आयत यांच्या कोनामधील अतंर किती असेल?
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2. घसरणारे चौरस                     		                                         

   

4 सें.मी

4 सें.मी

4 सें.मी

आकृतीत दाखविल्याप्रमाणचे 
चौरसांची मांडणी केलेली आह े
याची खात्री करून घ्या.प्रत्येक चौरस हा 

4 सें.मी. बाज ू
असलेला आह.े

आता याचा प्रयत्न करा. 

3 सें.मी बाज ूअसलेला 
चौरस

5 सें. मी. 
बाजचूा चौरस 

7 सें.मी. बाजचूा 
चौरस

3. छायांकीत करणे 

याची रचना करा. तमुच्या आवडीच ेमोजमाप निवडा. लक्षात ठेवा 
की, मो�ा 4 बाज ू असलेली आकृती ही चौरस आह े आणि लहान 
आकृत्यासधु्दा चौरसच आहते.
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4. छिद्र असलेला चौरस			          

                                        निरीक्षण करा की वर्तुळाकार छिद्र ह ेचौरसाचा मध्य  
				       असल्याप्रमाण ेआह.े

सचूनाः वर्तुळाचा मध्य कोठे असावा याचा विचार करा.

5. अधिक छिद्रे असलेला चौरस

6. वक्र असलेला चौरस 				      

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

बाजूंची लांबी 8 सें.मी. असलेला हा चौरस आह.े

सचूनाः सर्व चार कंस सारखचे फुगवल्याप्रमाण े
दिसण्यासाठी कैवारच ेटोक कुठे ठेवता येते याचा 
विचार करा. ह ेकरून पहा.

8.5 आयताच्या आणि चौरसाच्या कर्णांचा शोध घेणे  

P
d

c

b
a h

g

f
e Q

RS

PQRS या आयताचा विचार करा. PR आणि QS 
जोडा. या दोन रेषांना आयताच ेकर्ण असे म्हणतात.

कर्णांच्या लांबीची तलुना करा. पहिल्यांदा अदंाज करा 
व उत्तर द्या. त्यानंतर दाखविल्याप्रमाण ेबिदुचं्या खणुा करून 
आयताची रचना करा आणि कर्ण मोजा.
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PQRS या आयतामध्ये, P आणि R बिदुवंरील काटकोनांना विरुध्द कोन मानलेले आहते. Q आणि 
S बिदुवंरील काटकोन ही दसुऱ्या विरुध्द कोनांची जोडी आह.े

निरीक्षण करा की, प्रत्येक विरुद्ध कोनांच्या जोडीला कर्ण दोन लहान कोनामध्ये विभागतात. आकृतीमध्ये 
PR हा कर्ण कोन R ला दोन लहान कोनामध्ये दभुागतो त्यांना आपण g आणि h असे म्हण.ू PR हा कर्ण 
कोन P ला सदु्धा c आणि d मध्ये दभुागतो. g आणि h ह ेसमान आहते का? c आणि d ह ेसमान आहते का?

प्रथम उत्तराचा अदंाज करा आणि नंतर सर्व कोन मोजा. तमु्ही कोणते निरीक्षण केले? समान असलेल्या 
कोनांच्या जो�ा ओळखा.

* 	 शोधा.

विरुद्ध कोनांना कर्ण समान भागात दभुागतील अशा आयताची रचना तमु्ही कशी कराल? 

तमुच्या निरीक्षणांची नोंद तमु्ही कशी कराल? यासाठी प्रथम आपल्याला कांंही अशं ओळखण ेगरजेच े
आह;े ते म्हणजे आयताच्या बाज ूआणि दोन कर्णामळेु तयार झालेले 8 कोन. असे आणखी कांंही मापनांच े
अशं आवश्यक आहते का?

बाजू A B C D E F G H

तमुच्या निरीक्षणांमधनू तमु्ही अशा घटनेचा विचार केला आह ेका? ज्यामध्ये आयताच्या सर्व बाज ू
समान आहते, ती म्हणजे तमु्ही चौरसाच्या बाबतीत विचार केलात का? या विशषे घटनेमध्ये काय घडते?  
* कोन आणि बाजशूी संबंधित कोणते सर्व सामान्य नियम तमुच्या निरीक्षणात आले? 
ते तयार करण्याचा  प्रयत्न करा. आणि तमुच्या वर्गमित्रांशी चर्चा करा.

तमु्ही निरीक्षण केलेले नियम नेहमी सत्य असतात याची

खात्री तमु्ही एखाद्याला कशी द्याल?

*    रचना करा 

1. आयतामधील एक कर्ण विरुध्द कोनांना 60° आणि 30° मध्ये विभागतो असा आयत रचा.

गणिती बोल

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



74

J{UV

उकल :

कच्च्या आकृतीपासनू सरुुवात करुया.
D

A B

30°

60°

C

आयताच ेभाग कोणत्या क्रमात रचता येतात?

आपण रचना करण्याच्या संभाव्य क्रमाचा आराखडा काढू.

पायरी 1: 					              

A BA B

AB ही कोणत्याही लांबीची रेषा काढली. पढुील कोणता बिद ूनिश्चित करावयाचा आह?े

पायरी 2: 			 

A B

C

600
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पायरी 3:

D ह ेकोणत्या रेषवेर आह ेह ेआम्हाला माहित आह.े A बिदतूनू AB ला लंब असणारी रेषा काढा.

A B

C

600

आता ∠A हा दोन कोनात दभुागलेला आह.े एकाच ेमाप 60° आह.े तर दसुऱ्या कोनाच ेमाप किती 
आह?े ते तपासनू पहा.

D हा बिद ूशोधण्यासाठी कमीतकमी दोन मदु्दे आहते.

* 	 पहिला मदु्दा आयताच ेसर्व कोन काटकोन असतात.

* 	द सुरा मदु्दा आयताच्या संमखु बाज ूसमान असतात.

पायरी 4:
पध्दत 1:                             

A B

CD

600

30
0

					              

D बिद ूमिळविण्यासाठी C बिदतुनू BC ला लंब असणारी रेषा काढा. 
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पध्दत 2:

A AB B

C C
D

600 600

कैवारचा वापर करून D या बिदचूी खणू अशारितीने करा की AD = BC होईल.

CD जोडले असता आपल्याला हवा असलेला आयत मिळतो.

आयताच्या बाज ूदिल्या असता आयताची रचना कशी केली जाते ह ेआम्ही पाहिलेले आह.े परंत ुबाज ू
आणि कर्ण दिला असता आम्ही काय करु शकतो?

2. 	 बाज ू5 सें. मी. आणि कर्णाची लांबी 7 सें. मी. असणाऱ्या आयताची रचना करा.  

उकल: 

D

A B

7 सें.मी.

5 सें.मी. C

प्रथम एक कच्ची आकृती काढा. रचना करण्याच्या 
पायऱ्या निश्चित करा. प्रथम कोणती रेषा काढली जाऊ शकते?

पायरी 1:

लांबी 5 सें.मी. मोजनू घऊेन पाया CD सहजपण ेरचला जाऊ शकतो.

CD 5 सें.मी.
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पायरी 2:    							           

D C 5 सें. मी.

l

 				  
       C बिंदतुनू DC रेषलेा लंबरेषा काढा. या रेषलेा आम्ही ‘l ’ म्हण.ू

ह ेसोपे आह ेकारण आम्हाला माहित आह ेकी, ही रेषा पायाला 
लंब आह.े B हा बिंद ू‘l ’ रेषवेर कुठेतरी आह.े

* 	 आम्ही तो कसा निश्चित करेन? B च्या स्थानासंबंधित आपल्याला 
आणखी कोणती माहिती आह?े आम्हाला माहित आह ेकी D 
बिदपूासनू त्याच ेअतंर 7 सें. मी. आह.े 

B हा बिद ूनिश्चित करण्याची एक पद्धत ही आह ेकी, पट्टी घऊेन 
‘l ’ रेषवेर ‘D’ बिदपूासनू 7 सें.मी. अतंर घणे्याचा प्रयत्न करण.े तथापि, येथे ‘चकूा आणि शिका’ ची गरज 
आह.े तेथे आणखी एक प्रभावशाली पध्दत आह ेज्यामध्ये ‘चकूा आणि शिका’चा समावेश नाही.

याकरिता तो घणे्याऐवजी एखाद्याला D पासनू 7 सें. मी. अतंरावरील बिद ू हवा आह.े D पासनू  
7 सें. मी. अतंरावर येणाऱ्या सर्व बिदचूा शोध घणे्याची पध्दत पाहूया.

हा आकार कोणता आह ेह ेआम्हाला माहित आह!े

पायरी 3: 
पध्दत 1

D C

l

D हा मध्य घऊेन 7 सें.मी. त्रिज्येच्या वर्तुळाची रचना करा.
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येथे तमु्ही D हा बिद ूशोध ूशकाल का? लक्षात ठेवा की तो ‘D’ या बिदपूासनू l  रेषवेर 7 सें.मी. 
अतंरावर आह.े 

वर्तुळ आणि रेषा कुठे छेदतात तो बिद ूविचारात घ्या. तो D बिदपूासनू किती अतंरावर आह?े जर गरज 
भासली तर तमुची आकृती पहा. तमु्ही कोणते निरीक्षण केले? 

जेथे वर्तुळ l  रेेषलेा छेदत तो बिद ूम्हणजेच आवश्यक असलेला ‘B’ हा बिंद ूआह.े

पध्दत 2						                

B बिदचू ेस्थान दर्शविताना संपरू्ण वर्तुळ काढण ेआवश्यक आह ेका? आपण पाहू शकतो की l  रेषवेर 
फक्त एक कंस काढण ेपरेुसे आह.े म्हणनू खालील आकृतीत दर्शविल्याप्रमाण ेसदु्धा तिसरी पायरी केली जाते.

D C

l

आयताच ेतीन बिद ूस्थापित केल्यानंतर आपल्याला फक्त आयत परू्ण करायचा आह.े स्मरण करा की, 
मागील उदाहरणामध्ये दखेील आपण अशाच परिस्थितीत होतो. येथनू पढेु आयत परू्ण करण्याच्या दोन पद्धती 
आपण पाहिल्या आहते. आपण त्यापैकी कोणतीही एक पध्दत वापरु शकतो.

पायरी 4:

D C

A B

90°

90°

D आणि B बिदतुनू अनकु्रम ेDC आणि BC ला लंब काढा. या रेषा ज्या बिदतू छेदतात तो चौथा बिद ू
A आह.े
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R
1
 आणि R

2
 ह ेगणुधर्म आयत ABCD ला लाग ूपडतात का? ते तपासा.

*     रचना करा.
1. 	 एक कर्ण विरुद्ध कोनांना 50° आणि 40° मध्ये दभुागणाऱ्या आयताची रचना करा.
2.  	 एक कर्ण विरुध्द कोनांना 45° आणि 45° मध्ये दभुागणारा आयत रचा. त्याच्या बाजूंबद्दल तमु्ही 

कोणते निरीक्षण केले?
3. 	 एक बाज ू4 सें.मी. आणि त्याच्या कर्णाची लांबी 8 सें. मी. असणारा आयत रचा.

4.  	 एक बाज ू3 सें. मी. आणि कर्णाची लांबी 7 सें. मी. असणारा आयत रचा.

8.6 दिलेल्या दोन बिदूपासनू समान अंतरावर असणारा बिंदू

*   रचना करा :  

B

A

C

D E

5 सें.मी

5 सें.मी

1 सें.मी

2 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी

				            

घर

ही आकृती पनु्हा रचा.

लक्षात ठेवा की, घराच्या सीमा तयार करणाऱ्या सर्व 
रेषा 5 सें.मी. लांबीच्या आहते.

उकल: 

पहिले काम ह ेआह ेकी, रेषा आणि वक्ररेषा कोणत्या 
क्रमाने काढाव्या लागतील ह ेओळखले पाहिजे.

पायरी 1:
B C

D E

5 सें.मी1 सें.मी

2 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी
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तुम्ही आकृती पूर्ण करु शकाल? प्रयत्न करा.

B आणि C पासनू 5 सें. मी. अतंरावर आपल्याला A हा बिद ूस्थापित करावयाचा आह.े तमु्हाला 
माहित झाले असेलच की यासाठी पट्टीचा वापर करता येऊ शकतो. तरीही अनेक चाचण्या करून त्रुटी दरू 
केल्या पाहिजेत. ही रचना आणखी सोपी केली जाऊ शकते. कशी?

जर तमुचा अदंाज कैवारचा उपयोग करून ही रचना केली जाऊ शकते असा असेल तर अगदी बरोबर आह.े  
चाचण्या आणि त्रुटी न करता तमु्ही A हा बिद ूकसा स्थापित करता येईल ह ेशोधा. 

येथे या उदाहरणातील बिद ूA आणि यापरू्वीच्या सोडविलेल्या क्र. 2 च्या उदाहरणातील पायरी 3 मध्ये 
बिद ूB शोधण ेह ेसारखचे आह.े (पषृ्ठ संख्या 77)

पायरी-2

B C

D E

5 सें.मी.
1 सें.मी.

2 सें.मी.

5 सें.मी.

5 सें.मी.

B पासनू 5 सें.मी. अतंरावर असलेले सर्व बिद ूयेतील असा वक्र रचा; B मध्य असणाऱ्या वर्तुळाची 
त्रिज्या 5 सें.मी. असली पाहिजे.

A हा बिद ूशोधण्यास ही पद्धत सहाय्यक आह ेका? रचना करा आणि आकृतीमध्ये शोधा.

C या बिदपूासनू 5 सें.मी. अतंरावर वर्तुळावर योग्य बिद ूशोधनू A हा बिद ूस्थापित केला जाऊ शकतो.  
ह ेपट्टीचा वापर करून दखेील केले जाऊ शकते. परंत ुयासाठी आपण कैवारचा वापर करु शकतो का?
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पायरी-3
पध्दत 1:

कैवारमध्ये त्रिज्या 5 सें.मी. घ्या आणि C हा मध्य घऊेन वर्तुळ काढा.

B C

D E

5 सें.मी
1 सें.मी

2 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी

	त मु्हाला A हा बिद ूशोधता आला का? तमुच्या वहीमधील आकृती तपासा. तमु्ही कोणते निरीक्षण 
केले?

दोन्ही वर्तुळे छेदणारा बिद ूपहा. तो ‘B’ बिदपूासनू किती अतंरावर आह?े 

तो C पासनू किती अतंरावर आह?े 

म्हणनू तो बिद ूA आह!े

* विचार करा.

A हा बिद ूमिळविण्यासाठी दोन वर्तुळे काढण ेआवश्यक होते का? आम्हाला फक्त दोन्ही वर्तुळांच्या 
कांंही भागाची आवश्यकता आह.े

पध्दत 2:

म्हणनू B आणि C बिदपुासनू 5 सें.मी. त्रिज्येचा फक्त कंस काढला असता तर आपल्याला ‘A’ हा 
बिद ूमिळाला असता.
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B
C

D E

5 सें.मी
1 सें.मी

2 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी

A

सरळ रेषनेे A व B आणि A व C ह ेजोडा.
A हा बिद ूमिळाल्यानंतर राहिलेल्या कंसाची कोणती रचना अजनू करावयाची आह?े ती आम्ही कशी 

करणार आहोत?
A हा बिद ूB आणि C या बिदपूासनू 5 सें.मी. अतंरावर आह ेहा मदु्दा आपण वापरु शकतो का?

पायरी 4:
कैवारमध्ये 5 सें. मी. त्रिज्या घ्या आणि B आणि C बिदलूा स्पर्श करणारा कंस आकृतीमध्ये 

दाखविल्याप्रमाण ेरचा. 		

B

A

C

D E

5 सें.मी

5 सें.मी

1 सें.मी

2 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मी

5 सें.मीआता घर तयार झाले!
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*     रचना करा. 

1. 	 सर्व बाज ू7 सें.मी. असणाऱ्या मो�ा घराची रचना करा. 

2. 	 घराच्या रचनेमध्ये समावेश असलेल्या कल्पना वापरून 'कलाकृती' विभागातील 'एक व्यक्ती', 'नागमोडी 
तरग (लहर)' आणि 'डोळे' यांची पनु्हा रचना करण्याचा प्रयत्न करा. 

3. 	 सर्व बाजचूी लांबी समान आह ेपण ती चौरस नाही अशी 4 बाज ूअसलेली आकृती आह ेका? परंत ुती 
चौरस नाही? जर अशी आकृती अस्तित्वात असेल तर तमु्ही तिची रचना करू शकता का?

सचूना :

A) डोळे (कलाकृती 8.1 आणि वरील 2 मधील रचना) (पषृ्ठ क्र. 61)

रचनेचा भाग आधीच दर्शविलेला आह.े त्याच ेकाळजीपरू्वक निरीक्षण करा. दोन फिकट क्षितीज रेषा 
रचलेल्या तमु्ही पाहाल. भौमितीक रचनेमध्ये, ज्या दिलेल्या आकृतीच ेभाग नाहीत अशा आकृत्या किवा 
वक्र बऱ्याचदा रचना करताना वापरतात, परंत ुत्या रचना करण्यास मदत करतात.

A

B

डोळ्याच ेवरील आणि खालील वक्र रचण्याच ेतंत्र ह े'एक व्यक्ती'च्या आकृतीमध्ये वापरल्यासारखचे 
आह.े डोळ्याचा वक्र काढत (रचत) असताना A आणि B या बिदमूध्ये कैवारच ेटोक ठेवले पाहिजे. लक्षात 
अस ूद्या की, वरील वक्र आणि खालील वक्र यानी एकत्रितपण ेसममित आकृती बनविली पाहिजे. असे घडून 
येण्यासाठी बिद ूA आणि B कुठे घतेले पाहिजेत? एक उत्तम अदंाज करा.

डोळे सममित आणि सारखचे मिळविण्याच ेशक्य ते सर्व प्रयत्न करा. याकरिता तमु्हाला अनेक चाचण्या 
कराव्या लागतील. 
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B) (वरील 3 मधील रचना)

रचना करण्यासाठी बाजचूी लांबी 5 सें. मी. घऊे.  आकृतीचा विचार करु.

A

B

C

5 सें.मी

5 सें.मी

ही 4 बाजूंची आकृती बनविण्यासाठी आपल्याला आणखी एक बिद ूशोधावा लागेल. तो बिद ूआपण 
D म्हण,ू जो बिद ूB आणि C बिदपुासनू 5 सें. मी. अतंरावर असला पाहिजेे. असा बिद ूआपण कसा शोध ू
शकतो.

घराच्या उदाहरणामध्ये वापरलेली एखादी कल्पना आपण येथे वापरु शकतो का?

सारांश

• 	 वर्तुळावरील सर्व बिद ू वर्तुळमध्यापासनू समान अतंरावर असतात. या अतंराला वर्तुळाची 
त्रिज्या असे म्हणतात. 

•	 वर्तुळ आणि त्याच्या भागांची रचना करण्यासाठी कैवारचा वापर करतात. 

• 	 दिलेल्या आकृतीची रचना कशी करावी याच्या योजनेसाठी कच्ची आकृती अत्यंत उपयकु्त 
असते.

• 	 बाजूंची लांबी दिली असता किवा एक बाजचूी लांबी आणि कर्णाची लांबी दिली असता 
आयताची रचना केली जाऊ शकते.

*****
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तमुच्या आजबूाजलूा पहा. तमुच ेलक्ष वेधनू घणेाऱ्या अनेक वस्तू तमु्हाला दिसतील. अशा कांही गोष्टी 
खाली दाखविल्या आहते.

9

फूल     फुलपांखरू

रांगोळी पवनचक्र (भिरभिरे)
         

वरील चित्रांमध्ये कांहीतरी विशषे आह.े फूल वेगवेगळ्या कोनातनू सारखचे दिसते. फुलपांखराच े 
काय? यात कांही शकंा नाही की त्याच ेरंग खपू आकर्षक आहते. पण फुलपांखरे तमु्हाला आकर्षित करतात. 
ती आणखी कशामळेु? 

प्रक
रण

 - 
9

सममिती
(SYMMETRY)
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वरील चित्रांमध्ये असे दिसते की आकृतीच्या कांही भागांची पनुरावतृ्ती झालेली आह ेआणि ही पनुरावतृ्ती 
एका विशिष्ट नमनु्यात होत असल्याच ेदिसते.

सुंदर रांगोळीच्या चित्रात कोणती पनुरावतृ्ती होत असल्याच ेतमु्ही पाहू शकता? 

रांगोळीमध्ये जेव्हा फूल कें द्राभोवती 90° मध्ये फिरविले जाते तेव्हा लाल पाकळ्या स्वत:च्या ठिकाणी 
परत  येतात आणि रांगोळीच ेइतर भागही फिरतात.

भिरभिऱ्याच्या बाबतीत काय? कोणता नमनुा पनुरावर्तीत होत आह ेह ेआपण शोध ूशकता? 

सचूना : प्रथम षटकोन पहा. 

ढग

आता षटकोनाच्या प्रत्येक बाजवूरील कोणत्या आकृतीची 
पनुरावतृ्ती होते ह ेतमु्ही पाहू शकता का? प्रत्येक बाजवूर चिकटलेल्या 
आकृतीचा आकार कसा आह?े तमु्ही ओळखता का? षटकोन 
बाजवूरुन फिरविल्यास ह े आकार कसे हलतात? इतर चित्रांच े
काय?  तमु्हाला आकर्षित करणाऱ्या रचना कशा आहते आणि त्या 
रचनांमध्ये कोणते नमनेु आहते जे पनुरावतृ्ती करतात?

	द सुरीकडे ढगांच ेचित्र पहा. येथे असा कोणताही पनुरावतृ्तीचा 
नमनुा नाही.

आपण असे म्हण ूशकतो की, पहिल्या चार आकृत्या सममितीय आहते आणि शवेटची (ढग) आकृती 
सममितीय नाही. 

एखाद्या आकृतीच्या एक किवा अनेक भागांची एका विशिष्ट नमनु्यात झालेली पनुरावतृ्ती म्हणजेच 
सममिती होय.

ताजमहल गोपूर (Gopuram)  
या सुंदर रचनांमध्ये तमु्हाला कोणती सममिती दिसते? 
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9.1 सममितीय रेषा (अक्ष) 

आकृती (a) ठिपक्यांच्या रेषसेह निळ्या रंगाच्या त्रिकोणाच ेचित्र दर्शवित. 

ठिपक्यांच्या रेषवेरून त्रिकोण दमुडल्यास काय होईल? होय त्रिकोणाचा एक अर्धा भाग दसुऱ्या अर्ध्या 
भागाशी तंतोतंत जळुतो. यांना अर्ध प्रतिबिबे (mirror halves) म्हणतात.

 
			   (a) 					        (b)

आकृती (b) मध्ये को�ाच ेचार तकुडे व मधोमध जाणारी ठिपक्यांची रेषा आह.े ती अर्ध प्रतिबिबे 
आहते का? नाही. जेव्हा आपण चित्र ठिपक्यांच्या रेषवेर दमुडतो तेव्हा डाव्या बाजचूा अर्धा भाग हा उजव्या 
बाजचू्या अर्ध्या भागाशी तंतोतंत जळुत नाही.

ज्या रेषवेरून आकृतीला दमुडल्याने आकृतीच ेएकमकेांशी तंतोतंत जळुणारे असे दोन भाग होतात. त्या 
रेषलेा आकृतीची सममितीय रेषा (अक्ष) म्हणतात.

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	त मु्हाला पाठाच्या सरुुवातीला दिलेल्या आकृत्यांमध्ये कोणती सममितीय रेषा दिसते? ती ढगाच्या 
चित्रामध्येही दिसते का?

2. 	 खालीलपैकी प्रत्येक आकृतीसाठी सममितीय रेषा असल्यास ओळखा. 
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एकापेक्षा जास्त सममितीय रेषा असलेल्या आकृत्या
एका चौरसात एकच सममितीय रेषा असते का? कागदाचा चौकोनाकृती तकुडा घ्या. घडी करून 

त्याच्या सर्व सममितीय रेषा शोधा.
कागद पहिली घडी

तिसरी घडी

चौथी घडी

दसुरी घडी

      
येथे वेगवेगळ्या सममितीय रेषा दर्शविणाऱ्या वेगवेगळ्या घ�ा आहते.

* 	 कागद अर्धा उभा दमुडून घ्या.

* 	त ो पनु्हा अर्धा आडवा दमुडून घ्या. (म्हणजे तमु्ही कागद दोनदा घडी केला आह)े आता घ�ा उघडा.

 उभी घडी
 क्षितीज घडी

 
पनु्हा चौरस अर्ध्यामध्ये दमुडा (आता तिसऱ्यांदा) परंत ु यावेळी तो आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण े

कर्णावरून दमुडा व पनु्हा घडी उघडा. 

आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण े तो अर्ध्यामध्ये (चौथ्यांदा) दमुडा. परंत ु यावेळी दसुऱ्या कारणावरून  
दमुडा व घडी उघडा.
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* 	 चौरस दमुडण्याचा दसुरा पर्याय आह ेका, जेणकेरून दोन अर्धे भाग तंतोतंत जळुतील? चौरस आकारात 
किती सममितीय रेषा आहते?

		  अशाप्रकारे आकृत्यांमध्ये अनेक सममितीय रेषा अस ूशकतात. खालील आकृत्यांमध्येही अनेक 
सममितीय रेषा आहते. आता आपण त्या सर्व शोध ूशकता का?

 

* 	 आपण पाहिले की, चौरसाचा कर्ण दखेील एक सममितीय रेषा आह.े चौरस नसलेला एक आयत घऊे. 
त्याचा कर्ण सममितीची रेषा आह ेका? 

		  प्रथम आयत पहा आणि या प्रश्नाच ेउत्तर द्या. त्यानंतर कागदाचा 
एक आयताकृती तकुडा घ्या आणि त्याच्या कर्णावरून दमुडून त्याच े
दोन भाग एकमकेांशी तंतोतंत जळुतात का ते तपासा (overlap). 
तमु्हाला काय आढळते?

प्रतिबिब

आतापर्यंत आपण असे म्हणत आलो आहोत की, जेव्हा आपण सममितीय रेषवेरून एखादी आकृती 
दमुडतो तेव्हा दोन भाग परू्णपण ेतंतोतंत जळुतात. आपण असेही म्हण ूशकतो की, सममितीय रेषचे्या एका 
बाजलूा असलेल्या आकृतीचा भाग रेषेदे्वार दसुऱ्या बाजलूा परावर्तित होतो. त्याचप्रमाण ेसममितीय रेषचे्या 
दसुऱ्या बाजलूा असलेला आकृतीचा भाग पहिल्या बाजलूा परावर्तित होतो. आकृतीवर कांही बिद ूघऊेन 
समजनू घऊे.

आकृतीमध्ये ABCD हा चौरस असनू आपण प्रथम उभ्या सममितीय रेषचेा विचार करू. जेव्हा आपण 
रेषवेरून चौरसाला प्रतिबिबित करतो तेव्हा उजवीकडील B व C ह ेबिद ूडाव्या बाजलूा परावर्तित होतात 
आणि A व D बिदूनंी परू्वी व्यापलेल्या स्थानावर कब्जा करतात. A व D बिदचू ेकाय होते? A च ेस्थान B 
ने आणि D च ेस्थान C ने व्यापले आह.े
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A B

CD

* जर आपण A ते C पर्यंत कर्णावरून प्रतिबिबित केले तर? A, B, C व D बिद ूकोठे जातात? आणि 
जर आपण सममितीच्या क्षितीज रेषवेरून प्रतिबिबित केले तर ते कोठे जातात? 

सममितीय रेषा असलेल्या आकृतीमध्ये परावर्तन सममिती असते असहेी म्हटले जाते.

सममितीय रेषा असलेले आकार निर्माण करणे

आतापर्यंत आपण सममितीय आकृत्या आणि असममितीय आकृत्या पाहिल्या आहते. अशा सममितीय 
आकृत्या कशा तयार होतात? चला आपण शोध घऊेया.

शाईचा डाग (Ink Blot Devils)

इयत्ता 5 वी मध्ये तमु्ही ही कृती करून आनंद घतेला आह.े कागदाचा एक तकुडा घ्या. तो अर्ध्यावरून 
दमुडा. कागद उघडा आणि अर्ध्या भागावर शाईच ेकांही थेंब (किवा पेंट) टाका.

आता अर्ध्या भागांना दमुडून एकत्र दाबा आणि नंतर कागद पनु्हा उघडा. 

* 	त मु्हाला काय दिसते?  
* 	मि ळालेली आकृती सममितीय आह ेका?
* 	 उत्तर होय असल्यास सममितीय रेषा कोठे आह?े 
* 	 कोणती रेषा आह ेका जिच्यावरून दमुडल्याने आकृतीच ेदोन समान भाग होऊ शकतात.
*	 असे आणखी नमनेु बनविण्याचा प्रयत्न करा.

कागद दुमडणे व कापणे				         

सममितीय आकार बनविण्याची आणखी एक पद्धत आह.े 
या दोन आकृत्यांमध्ये एका कागदाचा एक तकुडा दमुडला आह े
आणि ठिपक्यांनी दर्शविलेल्या रेषवेरून कापले आह.े कागदाची 
घडी उघडल्यावर तो कसा दिसेल याच ेचित्र काढा. 
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तमु्हाला या आकृतीत सममितीय रेषा दिसते का? ती कोठे आह?े

दमुडून आणि कापनू वेगवेगळे सममितीय आकार बनवा.

सममितीय आकार मिळविण्यासाठी कागदाच ेतकुडे दमुडण्याच्या आणि कापण्याच्या बऱ्याच पध्दती 
आहते. 

223

एक पातळ आयताकृती रंगीत कागद घ्या. तो अनेक वेळा घडी 
करा आणि येथे दाखविल्याप्रमाण ेकागद कापनू कांही गुंतागुंतीच े
नमनेु तयार करा. पनुरावतृ्ती केलेल्या आराख�ामधील सममितीय 
रेषा ओळखा. सण-उत्सवाच्या प्रसंगी अशा सजावटीच्या पेपरच े
तकुडे वापरा.

*   शोधा पाहू. [Figure it out]

छिद्रे पडण्याचा खेळ (Punching Game) 

घडी ही एक सममितीय रेषा आह.े पंचिगं मशीन वापरून दमुडलेल्या चौकोनी कागदाच्या वेगवेगळ्या 
ठिकाणी छिद्रे पाडा आणि विविध सममितीय नमनेु तयार करा.

223

1. 	 पढुील प्रत्येक आकृतीमध्ये दमुडलेल्या चौकोनी कागदावर छिद्र पाडले गेले आणि नंतर कागद उघडला 
गेला. कागदाची दमुडलेली रेषा ओळखा.

	 एक छिद्र पाडून आकृती (D) तयार केली आह.े तर कागद कशाप्रकारे दमुडला होता?

          

      	          (a)		     (b)		        (c)		           (d)
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2. 	 सममितीय रेषा दिलेली असताना इतर छिद्रे शोधा. 

      

(a) (b) (c) (d) (e) 

3.	 कागदाच्या  कात्रण कामावर येथे कांही प्रश्न आहते. उभ्या घडीचा विचार करा. ही या प्रकारे दर्शविली 
जाते.

					   

      

उभी घडी

			 
त्याचप्रमाण,े क्षितीज घडी खालीलप्रमाण ेदर्शविली जाते.  

 क्षितीज घडी

4. 	 खालीलपैकी प्रत्येक कात्रण कामानंतर, कागद उघडल्यावर छिद्राच्या आकाराचा अदंाज लावा. तमु्ही 
तमुच ेअदंाज केल्यानंतर ते आकार कापा आणि तमुच ेउत्तर तपासा.

225

(a) (b)
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225

(c)

(d)

5. 	 समजा तमु्हाला यापैकी प्रत्येक आकार कांही घ�ा घालनू आणि एका सरळ रेषते कापनू मिळवायच े
आहते. तमु्ही ते कसे कराल?

	 a.  मध्यभागी असलेले एक छिद्र चौरस आह.े

			   	

	 b.  मध्यभागी असलेले एक छिद्र चौरस आह.े 

			   	

टीप : वरील दोन प्रश्नांमध्ये मध्यभागी 4 बाज ूअसलेल्या आकृत्या चौरसाच ेदोन्ही गणुधर्म दर्शवितात 
का ते तपासा. 
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6. 	 या आकारांमध्ये किती सममितीय रेषा आहते?
	 i)		

	

	 ii)  समान बाज ूआणि समान कोन असलेला त्रिकोण

		                               	
	 iii) समान बाज ूआणि समान कोन असलेला षटकोन

				            

227

7.  	 प्रत्येक आकृती गिरवा (Trace) आणि ती सममितीय रेषा असल्यास काढा. 

227

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



95

J{UV

8. 	 खालील रांगोळीमधील सममितीय रेषा शोधा.

			 

228

  

	

9.	 खालील रचना करा.

	 a) फक्त एक सममितीय रेषा असणारा त्रिकोण

	 b) तीन निश्चित सममितीय रेषा असणारा त्रिकोण

	 c) सममितीय रेषा नसलेला त्रिकोण

	द ोन निश्चित सममितीय रेषा असणारा त्रिकोण रचण ेशक्य आह ेका?

10.	 खालील आकृत्या काढा. प्रत्येक बाबतीत आकृतीमध्ये कमीत कमी एक वक्र सीमा असली पाहिजे.

	 a) एक निश्चित सममितीय रेषा असलेली आकृती

	 b) दोन निश्चित सममितीय रेषा असलेली आकृती

	 c) चार निश्चित सममितीय रेषा असलेली आकृती

11.	 चौरस / आलेख कागदावर खालील आकृत्यांची नक्कल करा. निळी रेषा सममितीय रेषा समजनू 
आकृत्या परू्ण करा. उदाहरणासाठी आकृती (a) परू्ण केली आह.े

228

  
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229

  

सचूना: आकृती (c) आणि (f) साठी पसु्तक फिरविल्याने कांंही मदत होते का ते पहा. 

12. 	चौरस / आलेख कागदावर खालील चित्रांची नक्कल करा. त्यापैकी प्रत्येक आकृती परू्ण करा, जेणकेरून 
परू्ण झालेल्या आकृत्यांमध्ये सममितीय रेषा म्हणनू दोन निळ्या रेषा असतील.

229

  

13. 	ठि पक्यांच्या कागदावर (Dot Grid) खालील आकृत्यांची नक्कल करा. प्रत्येक आकृतीला सममितीय 
रेषा असलेला आकार बनविण्यासाठी आणखी दोन रेषा काढा.
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230

	

9.2  परिभ्रमणीय सममिती 	 	

230

			      

चित्रातील कागदी पवनचक्की सममितीय दिसते, पण तेथे सममितीय 
रेषा नाही! तथापि आपण ते दमुडले तरी दोन अर्धे भाग एकमकेांशी तंतोतंत 
जळुत नाहीत. दसुरीकडे, जर तमु्ही ती मध्यभागी असलेल्या लाल बिदतूनू 
90° मध्ये फिरविली तर पवनचक्की अगदी सारखी दिसते.

आपण म्हणतो की, पवनचक्कीमध्ये परिभ्रमणीय सममिती असते.

परिभ्रमणीय सममितीबद्दल बोलत असताना, नेहमी एक निश्चित बिद ू
असतो ज्याच्या भोवती वस्तू फिरविला जाते. या स्थिर बिदलूा परिभ्रमण कें द्र म्हणतात.

वरील पवनचक्की 90° पेक्षा कमी कोनामध्ये फिरविल्यास अगदी सारखी दिसेल का?

नाही!

एखादी आकृती सारखीच दिसण्यासाठी ज्या कोनामध्ये फिरविता येऊ शकते त्याला परिभ्रमणीय 
सममितीचा कोन किवा थोडक्यात सममितीय कोन म्हणतात. 

पवनचक्कीसाठी सममितीच े कोन 90° (पाव वळण), 180° (अर्धे वळण), 270° (पाउण वळण) 
आणि 360° (परू्ण वळण) असे आहते. लक्षात घ्या की, जेव्हा कोणतीही आकृती 360° ने फिरविली जाते 
तेव्हा ती तिच्या मळू स्थितीत येते. म्हणनू 360° हा नेहमी सममितीय कोन असतो. अशा प्रकारे आपण पाहतो 
की, पवनचक्कीला 4 सममितीय कोन आहते.

चार सममितीय कोन असणारा इतर कोणता आकार तमु्हाला माहित आहते का? 
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चौरसाला किती सममितीय कोन असतात? प्रारभिक चौरस मिळविण्यासाठी किती फिरवावे  
लागेल? 

90° मध्ये फिरविल्यानंतर आपल्याला स्वतःवर आच्छादीत (overlapping) होणारा (तंतोतंत 
जळुणारा) चौरस परत मिळतो. बिद ूA वर बिद ूB च ेस्थान, बिद ूB वर बिद ूC च ेस्थान, बिद ूC वर बिद ूD 
च ेस्थान, बिद ूD वर बिद ूA च ेस्थान स्थलातंरीत होतात. तमु्हाला परिभ्रमणीय कें द्र कोठे चिन्हांकीत करायच े
ह ेमाहित आह ेका?

C

C

C
o

C

o
o

C

फिरविल्यानंतर 
मिळणारी रेषा

फिरविल्या नंतरचा 
चाैरस

काल्पनिक संदर्भ 
रेषा प्रारभिक 

स्थिती

सममितीच ेइतर कोन कोणते आहते? 

C

C

C
o

C

o
o

C

फिरविल्यानंतर 
मिळणारी रेषा

फिरविल्यानंतर 
मिळणारी रेषा

प्रारभिक 
स्थिती

प्रारभिक 
स्थिती

उदाहरण - खालील पट्टीचा सममितीय कोन शोधा.

				     

उपाय: आपण पट्टी तिच्या कें द्राभोवती घ�ाळाच्या का�ाच्या दिशनेे फिरव.ू
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आकृती 180° मध्ये फिरविली असता वरील परिणाम होतो. ही आकृती  परू्वीच्या आकृतीशी तंतोतंत 
जळुते का?

नाही. का? 

या स्थितीतनू 180° मध्ये दसुऱ्यांदा फिरविली असता आकृती मळू आकारात येते. ही आकृती 360° 
मध्ये परू्ण फिरविली असता मळू आकारात पनु्हा येते. म्हणनू आम्ही म्हणतो की, आकृतीमध्ये परिभ्रमणीय 
सममिती नाही.

त्रिज्यात्मक भुजांसह आकृतीची परिभ्रमणीय सममिती (Radial Arms) 

या आकृतीचा विचार करा, ही 4 त्रिज्यात्मक भजुा 
असलेली आकृती आह.े तिला किती सममितीय कोन आहते? 
ते कोणते? लक्षात घ्या की, मध्यवर्ती ठिपके असलेल्या  संलग्न 
रेषांमधील कोन 90° आह.े

जेणकेरून आकृतीमध्ये 4 सममितीय कोन अजनूही 
असतील अशाप्रकारे तमु्ही त्रिज्यात्मक भजूांमधील कोण बदल ू
शकता का? ते रेखाटण्याचा प्रयत्न करा. 

काढलेल्या आकृतीत 4 सममितीय कोन आहते की नाहीत 
ह ेतपासण्यासाठी तमु्ही कागदाच्या दोन वेगवेगळ्या तकु�ांंवर आकृती काढू शकता. एका कागदावरील 
त्रिज्यात्मक भजुा कापनू घ्या. दसुरी आकृती स्थिर ठेवा आणि परिभ्रमणीय सममिती तपासण्यासाठी कापलेली 
आकृती त्यावरून फिरवा.

तमु्ही वरील आकृतीमध्ये कशी सधुारणा कराल, जेणकेरून त्यात फक्त दोन सममितीय कोन असतील? 

येथे एक मार्ग आह.े
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आम्ही 4 आणि 2 सममितीय कोन असलेल्या आकृत्या पाहिल्या आहते. तंतोतंत 3 सममितीय कोन 
असलेली आकृती आपण मिळव ूशकतो का? यासाठी तमु्ही त्रिज्यात्मक भजुा वापरू शकता का? 

खालील आकृतीप्रमाण े3 त्रिज्यात्मक भजुांनी प्रयत्न करूया. येथे किती सममितीय कोन आहते आणि 
ते कोणते?

येथे 3  त्रिज्यात्मक भजुा असलेली एक आकृती आह.े

या आकृतीवरून गिरवनू तिची नक्कल करा व कापनू घ्या. आकृतीचा कापलेला भाग या आकृतीवर  
फिरवनू तिच ेपरिभ्रमणीय कोन ठरवा.

आपण पाहतो की, केवळ परू्ण वळण किवा 360° मध्ये फिरविल्यास आकृती मळू स्थितीमध्ये परत 
येईल. त्यामळेु या आकृतीत परिभ्रमणीय सममिती नाही. कारण 360° हा एकमवे सममितीय कोन आह.े

तथापि, आकृतीमध्ये 3 सममितीय कोन होण्यासाठी कांही बदल करण ेशक्य आह ेका?

ठिपके असलेल्या रेषांमधील कोन बदलनू ह ेकरता येऊ शकते का? 

जर तीन त्रिज्यात्मक भजुा असलेल्या आकृतीमध्ये परिभ्रमणीय सममिती हवी असेल तर तिची 
फिरविलेली आवतृ्ती मळू आकृतीशी जळुली पाहिजे. येथे त्या दोन्हींच्या ढोबळ आकृत्या आहते.

जर या दोन्ही आकृत्या तंतोतंत जळुत असतील तर तमु्ही त्यांच्या कोनांबद्दल काय सांग ूशकाल?

 
वरील आकृतीमध्ये ∠A ने ∠B च ेस्थान, ∠B  ने ∠C च ेस्थान ∠C ने ∠A च ेस्थान घतेले आह े

का पहा. 
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तर ∠A = ∠B = ∠C ह ेकोन किती असतील?

आम्हाला माहित आह ेकी परू्ण वळण 360° असते. ह ेया तिन्ही कोनात समान प्रमाणात विभागले 
जाते. म्हणनू प्रत्येक कोन 360°/3 = 120° असण ेआवश्यक आह.े

म्हणनू जेंव्हा ठिपके असलेल्या रेषांमधील कोन 120° असतो तेव्हा 3 त्रिज्यात्मक भजुा असलेली 
आकृती परिभ्रमणीय सममिती दर्शवित. ह ेनिरीक्षण करण्यासाठी आकृतीचा कापलेला कागद वापरा. 

आता आकृतीला फिरण्याच ेकिती कोन आहते आणि ते कोणते?

प्रारभिक 
स्थिती

1200 
फिरविल्यानंतर

 2400  
(1200 + 1200) 
फिरविल्यानंतर

+ 3600  
(1200 + 1200 + 1200) 

फिरविल्यानंतर  
टीप : परिभ्रमण दर्शविण्यासाठी रंगांचा उपयोग केलेला आह.े

चला अजनू कांही आकृत्या शोधयूा.

*	त मु्ही त्रिज्यात्मक भजुांच्या आकृत्या काढू शकाल का? ज्यांचे

अ) 	निश् चित 5 सममितीय कोन आहते.

ब) 	 6 सममितीय कोन आहते, प्रत्येक घटनेतील सममितीय कोन सदु्धा काढा.

सचूना: पहिल्या आकृतीसाठी 5 त्रिज्यात्मक भजुा वापरा. दोन लगतच्या त्रिज्यात्मक भजुांमधील कोन 
किती असेल?

* 	त तोतंत 7 सममितीय कोन असलेल्या त्रिज्यात्मक भजुांच्या आकृतीचा विचार करा. तिचा सर्वात लहान 
सममितीय कोन कोणता असेल? यामध्ये अशंांची संख्या परू्ण आह ेका? नसल्यास  मिश्र अपरू्णांकात 
दाखवा.

इतर प्रकारच्या आकृत्यांसाठी सममितीय कोन शोध.ू

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

	 1. दिलेल्या आकृतीमधील  •  ने चिन्हांकित केलेल्या बिदवूरील सममितीय कोन शोधा.
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2. 	 खालीलपैकी कोणत्या आकृत्यांना एका पेक्षा जास्त सममितीय कोन आहते?

3. 	 खालील प्रत्येक आकृतीसाठी परिभ्रमणीय सममितीचा क्रम लिहा.
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आपण वरील सर्व आकृत्यांमधील सममितीय कोनांची यादी करू. 

*	 2 अचकू सममितीय कोन असतात तेव्हा : 180°, 360°

*	 3 अचकू सममितीय कोन असतात तेव्हा : 120°, 240°, 360°

*  	 4 अचकू सममितीय कोन असतात तेव्हा: 90°, 180°, 270°, 360°

	 आपण या सममितीय कोनांमध्ये कांंही साम्य असल्याच े निरीक्षण केले का? संख्यांच्या पहिल्या 
संचातील सर्व कोन 180° च्या पटीत, दसुरे 120° च्या पटीत आणि तिसरे 90° च्या पटीत आहते.

* 	 प्रत्येक बाबतीत कोन ह ेसर्वात लहान कोनांच ेगणुक असतात. आपणास आश्चर्य वाटेल आणि विचार 
कराल की ह ेनेहमीच होईल का? तमु्हाला काय वाटते? 

*	व िधान सत्य की असत्य

	 •	 प्रत्येक आकृतीमध्ये सममितीय कोन 360° असेल. 

	 • 	जर एखाद्या आकृतीचा सर्वात लहान सममितीय कोन अशंामध्ये नैसर्गिक संख्या असेल तर तो  
	 360° चा अवयव आह.े

		  सर्व आकृत्यांसाठी सर्वात लहान सममितीय कोन असतो का? येथे असे दिसनू येते की, ज्यांच्या 
सममितीची आपण आता चर्चा करत आहोत अशा वर्तुळासारख े सर्वात सममित आकार वगळता 
बहुतेक आकृत्यांमध्ये असेच आह.े

* 	वर्तु ळाची सममिती

	 वर्तुळ एक आकर्षक आकृती आह.े जेव्हा तमु्ही वर्तुळ त्याच्या कें द्राभोवती घ�ाळाच्या का�ाच्या 
दिशनेे फिरविता तेव्हा काय होते? ते स्वतःशीच जळुते. तमु्ही ते कोणत्या कोनामध्ये फिरविता ह े
महत्वाच ेनाही! म्हणनू वर्तुळासाठी प्रत्येक कोन हा सममितीय कोन असतो.    
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आता वर्तुळाच्या काठावर एक बिद ूघ्या आणि त्याला मध्यभागी जोडा. रेषा वर्तुळाच्या व्यासापर्यंत 
वाढवा. तो व्यास प्रतिबिंबित सममितीची रेषा आह ेका? होय आह.े प्रत्येक व्यास ही सममितीय रेषा आह!े

चाकांप्रमाण ेआपण आपल्या सभोवतालच्या इतर वस्तू शोध ूशकतो, ज्यांमध्ये परिभ्रमणीय सममिती 
आह.े त्या शोधा. त्यापैकी कांही खाली दर्शविलेल्या आहते.

Flower WheelFanपंखा फूल चाक

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	 खालील वर्तुळाच्या भागांना अशाप्रकारे रंग द्या की, 

	 i) 3 सममितीय कोन	असतील		 ii) 4 सममितीय कोन असतील	

	 iii) वेगवेगळ्या प्रकारे भागांना रंगवनू तमु्ही सममितीय कोनांच्या किती संभाव्य संख्या मिळव ूशकाल? 

2.	 वर्तुळाव्यतिरिक्त दोन आकृत्या काढा आणि एक चौरस काढा. ज्यामध्ये परावर्तनीय सममिती आणि 
परिभ्रमणीय सममिती आहते. 

3. 	 जेथे शक्य असेल तेथे एक कच्ची आकृती काढा. 

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

	 a) किमान दोन सममितीय रेषा आणि किमान दोन सममितीय कोन असलेला 
त्रिकोण.

	 b) एक त्रिकोण ज्यामध्ये फक्त एक सममितीय रेषा आह े परंत ु परिभ्रमणीय 
सममिती नाही.
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	 c)	परिभ्रमणीय सममिती असलेला परंत ुकोणतीही परावर्तनीय सममिती नसलेला चौकोन.

	 d) परावर्तनीय सममिती असलेला पण परिभ्रमणीय सममिती नसलेला चौकोन.

4.	 आकृतीमध्ये 60° हा सर्वात लहान सममितीय कोन आह.े या आकृतीच ेइतर सममितीय कोन किती 
अशंाच ेअसतील?

5.	 आकृतीमध्ये 60° हा सममितीय कोन आह ेआणि 60° पेक्षा कमी दोन सममितीय कोन आहते. तर 
सर्वात लहान सममितीय कोन किती असेल?

6. 	 आपण परिभ्रमणीय सममिती असलेली जिच ेसर्वात लहान कोन खालीलप्रमाण ेअसतील अशी आकृती 
काढू शकतो का?

	 a) 45°?			   b) 17°? 

7. 	ह  ेदिल्लीतील नवीन संसद भवनाच ेचित्र आह.े

	 a) चित्राच्या बाह्य सीमलेा परावर्तनीय सममिती आह ेका? तसे असल्यास सममितीय रेषा काढा. त्या  
किती आहते?

	 b) त्याच्या कें द्राभोवती परिभ्रमणीय सममिती आह ेका? असल्यास सममितीय कोन शोधा.

8.	 प्रकरण 1, कोष्टक 3 मधील नियमित बहुभजुाकृतींमध्ये पहिल्या आकाराच्या क्रमात किती सममितीय 
रेषा आहते? तमु्हाला कोणता संख्यांचा क्रम मिळतो?

9.	 प्रकरण 1, कोष्टक 3 मधील नियमित बहुभजुाकृतींमध्ये पहिल्या आकाराच्या क्रमात किती सममितीय 
कोण आहते? तमु्हाला कोणता संख्यांचा क्रम मिळतो?

10.	 प्रकरण 1, कोष्टक 3 मधील कोच स्नो फ्लेक क्रमातील शवेटच्या आकाराच्या क्रमात किती सममितीय 
रेषा आहते? तमु्हाला किती सममितीय कोन मिळतात?  			            

11. 	अशोक चक्रामध्ये किती सममितीय रेषा आणि किती सममितीय कोन आहते?      
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14. 	फरशी सोबत खेळणे (Playing with Tiles)

	 a) खालील आकृती परू्ण करण्यासाठी पसु्तकाच्या शवेटी दिलेल्या आकृतीमधील रंगीत फरशा     
वापरा जेणकेरून त्यामध्ये निश्चित दोन सममितीय रेषा असतील.

	 b) आकृती बनविण्यासाठी अशा 16 फरशा वापरा ज्यामध्ये निश्चित

		  एक सममितीय रेषा असेल

		द  ोन सममितीय रेषा असतील

	 c) सजृनशील सममितीय रचना करण्यासाठी या फरशांचा वापर करा.
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*	 खेळ				     

याला परवानगी 
नाही

	
	 6X6 मापाचा एक ग्रीड काढा. दोन 
खळेाडू आळीपाळीने एकावेळी दोन 
लगतच े चौकोन व्यापतील अशा रेषा 
काढू शकतील. रेषा क्षितीज किवा उभी.
अशी दोन्ही प्रकारे काढता येते; परंत ु
एकमकेांवर काढता येऊ शकत नाही.
जोपर्यंत खळेाडू आळीपाळीने रेषा काढत 
राहतील तोपर्यंत हा खळे चाल ू राहील. 
शवेटी जो खळेाडू रेषा काढण्यास असमर्थ ठरेल तो हरल. 

	ह ा खळे जिंकण्यासाठी तमु्ही कोणती रणनिती वापरू शकाल?

सारांश

* 	 जेव्हा एखादी आकृती एका विशिष्ट नमनु्यात पनुरावतृ्ती होणाऱ्या भागांपासनू बनलेली असते 
तेंव्हा आपण त्या आकृतीमध्ये सममिती आह ेअसे म्हणतो. आपण असेही म्हणतो की, अशी 
आकृती सममितीय आकृती आह.े 

*	 ज्या रेषवेरून एखाद्या सपाट आकृतीला दमुडल्याने आकृतीच ेएकमकेांशी तंतोतंत जळुणारे दोन 
भाग होतात.तिला आकृतीची सममितीय रेषा किवा सममितीय अक्ष म्हणतात.

* 	 एका आकृतीमध्ये अनेक सममितीय रेषा अस ूशकतात. 

*	 एखादी आकृती एका स्थिर बिदभूोवती कोनात फिरविली असता कधीकधी ती अगदी सारखीच 
दिसते. अशा कोनाला त्या आकृतीचा सममितीय कोन म्हणतात. ज्या आकृतीचा सममितीय 
कोन 0° आणि 360° च्या दरम्यान असतो तेंव्हा त्या सममितीला परिभ्रमणीय सममिती 
म्हणतात. आकृतीच्या ज्या  बिदभूोवती परिभ्रमण होते त्या बिदलुा परिभ्रमणीय कें द्र म्हणतात. 

*	 एका आकृतीमध्ये अनेक सममितीय कोन अस ूशकतात. 

*	 कांही आकृत्यांमध्ये सममितीय रेषा अस ू शकतात, परंत ु सममितीय कोन नसतात. तर कांही 
आकृत्यांमध्ये सममितीय कोन अस ूशकतात, पण सममितीय रेषा नसतात. कांही आकृत्यांमध्ये 
सममितीय रेषा तसेच सममितीय कोन दोन्ही अस ूशकतात.

*****
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अधिकाधिक सखं्या 

गणिताच ेअध्ययन करताना वस्तू मोजण्यासाठी ज्या संख्या आपण सर्व प्रथम शिकलो त्यांच ेस्मरण 
करा. त्या संख्या 1, 2, 3, 4, 5, ................ या आहते. 

पढेु आम्ही शिकलो आह ेकी, आणखी संख्या आहते उदाहरणार्थ 0 (शनू्य) ही एक संख्या आह ेजी 
काहीही दर्शवित नाही. ही 1 च्या आधी येते. 0 या संख्येला भारतात आणि आता जगात खपू महत्वाचा 
इतिहास आह.े उदाहरणार्थ जगभरात आपण 0 ते 9 अकंांचा वापर करून भारतीय संख्या प्रणालीमध्ये संख्या 
लिहिण्यास शिकलो, ज्यामळेु आपल्याला फक्त 10 अकंांचा वापर करून कितीही मोठी किवा कितीही 
लहान संख्या लिहीता येते. 

त्याचप्रमाण ेआम्ही 0, 1, 2, 3, 4 .............. यांच्या दरम्यान अस्तित्वात असलेल्या आणखी कांंही 
संख्यांबद्दलही शिकलेलो आहोत, जसे की  2

1 ,  2
3  आणि 6

13  अशा संख्यांना अपरू्णांक म्हणतात.

पण अशा अजनू संख्या अस्तित्वात आहते का? बरं 0 ही एक अतिरिक्त संख्या आह े त्याबद्दल 
आपल्याला आधी माहिती नव्हती आणि ती 1 च्या आधी येते आणि 1 पेक्षा लहान आह.े 0 च्या आधी 
येणाऱ्या आणि 0 पेक्षा लहान असलेल्या आणखी संख्या आहते का? 

दसुऱ्या शब्दात सांगायच ेझाल्यास आपण संख्यारषा पाहिली आह.े

8 9 10

पूर्णांक (Integers)

प्रक
रण

 - 
10

शून्याची दुसरी बाजू
(THE OTHER SIDE OF ZERO)
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तथापि, प्रत्यक्षात हा केवळ एक संख्या 'किरण' आह.े यापरू्वी आपण भमूितीमध्ये शिकलो आहोत. हा 
किरण 0 पासनू सरुू होतो आणि उजवीकडे अनंत अतंरापर्यंत जातो. 0 च्या डावीकडे संख्या अस्तित्वात 
आहते का? ज्यामळेु हा संख्या किरण एक संख्यारषा म्हणनू परू्णत्वास येईल? 

याचाच आपण या प्रकरणात शोध घणेार आहोत! 

* 	 0 (शनू्य) पेक्षा कमी संख्या अस ूशकते का? आपण कोणत्याही प्रकारचा विचार करू शकताे की, 0 
पेक्षा कांहीतरी कमी आह?े

10.1 बेलाज बिल्डींग ऑफ फन (बेला यांची गंमतीशीर इमारत)	  

243

बेला यांचा आईस्क्रीम कारखाना पाहण्यासाठी आणि मजदेार 
आईस्क्रीमची चव चाखण्यासाठी मलुांची नेहमीच गर्दी असते. त्यांच्यासाठी 
ते आणखी मनोरंजक बनविण्यासाठी बेलाने एक बहुमजली इमारत खरेदी 
केली आणि मलुांना आकर्षित करणाऱ्या अनेक गोष्टींनी भरली.

तिने त्याला “बेलाज बिल्डींग ऑफ फन” असे नांव दिले. पण ही 
कांंही सामान्य इमारत नव्हती! त्या इमारतीच ेनिरीक्षण करा. त्या इमारतीचा  कांंही भाग जमिनीखाली आह.े 
त्या इमारतीमध्ये तमु्हांला कोणती दकुाने दिसतात? तळ मजल्यावर काय आह?े

243

 

इमारतीमध्ये वर-खाली जाण्यासाठी लिफ्टचा 
वापर केला जातो. त्यात दोन बटण े आहते. वर 
जाण्यासाठी ‘+’ आणि खाली जाण्यासाठी ‘-’. 
आपण लिफ्ट शोध ूशकाल? प्रवेश (Welcome) 
हॉलमधनू कला कें द्रात जाण्यासाठी, तमु्ही ‘+’ 
बटण दोनदा दाबावे. आम्ही म्हणतो की बटण 
दोनदा दाबण े++ किवा +2 आह.े

दोन मजले खाली जाण्यासाठी, तमु्हाला 
‘-’ दाबावे लागेल. बटण दोनदा दाबण े म्हणजे 
- - किवा -2 असे लिहीतो. त्यामळेु तमु्ही +1 
दाबल्यास (म्हणजे ‘+’ बटण एकदा दाबले), तर 
तमु्ही वरच्या एका मजल्यावर जाल आणि तमु्ही - 
1 दाबले (म्हणजे तमु्ही एकदा ‘-’ बटण दाबले तर) 
खालच्या एका मजल्यावर जाल.
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लिफ्ट बटण आणि सखं्या. 

+ + + किवा + 3 असे लिहीले आह.े

- - - - किवा - 4 असे लिहीले आह.े

* चार मजले वर जाण्यासाठी तमु्ही काय कराल? तीन मजले खाली जाण्यासाठी तमु्ही काय कराल?

बिल्डींग ऑफ फन मधील मजल्यांना क्रमांक देणे

बिल्डींग ऑफ फनमध्ये प्रवेशद्वार तळ मजल्यावर आह ेआणि त्याला “ स्वागत कक्ष” (welcome 
Hall) म्हणतात. तळ मजल्यावरून सरुूवात करून, तमु्ही +1 बटण दाबनू आहार विभागाकडे (Food 
Court) पोहोच ूशकता. +2 दाबनू कला कें द्रामध्ये (Art centre) पोहोच ूशकता. त्यामळेु आम्ही असे म्हण ू
शकतो की आहार विभाग +1 मजल्यावर आह ेआणि कला कें द्र +2 मजल्यावर आह.े 
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तळ मजल्यापासनू सरुुवात करून खळेण्यांच्या दकुानात पोहोचण्यासाठी तमु्हाला -1 दाबावे लागेल. 
त्यामळेु खळेण्यांच े दकुान -1 मजल्यावर आह.े त्याचप्रमाण े तळ मजल्यापासनू 
सरुुवात करून तमु्हाला व्हिडीओ गेम्सच्या दकुानात पोहोचण्यासाठी -2 दाबावे 
लागेल. तर व्हिडीओ गेम्सच ेदकुान - 2 मजल्यावर आह.े तळ मजल्याला 0 (शनू्य) 
मजला म्हणतात. तमु्ही पाहू शकता का?

* बिल्डींग ऑफ फनमधील सर्व मजल्यांना क्रमांक दणे.े 

 तमुच्या लक्षात आले आह ेका की +3 हा क्रमांक पसु्तकांच ेदकुान आह.े 
तिसऱ्या मजल्यावर पसु्तकांच ेदकुान आह.े त्याचप्रमाण े-3 हा क्रमांक तमु्ही दाबता 
तेव्हा तमु्ही खाली जाता - - -  मजल्यांची संख्या दखेील असते. 

समोर ‘+’ चिन्ह असलेल्या संख्येला धन सखं्या म्हणतात. समोर ‘-’ चिन्ह 
असलेल्या संख्येला ऋण सखं्या म्हणतात.

बिल्डींग ऑफ फनमध्ये तळमजला 0 (शनू्य) मजला किवा प्रारभ बिद ू
वापरून मजले क्रमांकित केले जातात. तळ मजल्यावरून वरच्या मजल्यांना धन 
संख्यांनी क्रमांक दिलेला आह.े तळ मजल्यावरून त्यांच्यापर्यंत जाण्यासाठी, कांंही 
वेळा ‘+’ बटण दाबावे लागेल.

तळ मजल्याखालील मजले ऋण संख्यांनी क्रमांकित केले आहते. तळ 
मजल्यापासनू त्यांच्यापर्यंत जाण्यासाठी कांंही वेळा ‘-’ बटण दाबावे लागेल. शनू्य 
ही धन किवा ऋण संख्या नाही.
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आपण त्यांच्यासमोर ‘+’ किवा ‘-’ चिन्ह लावत नाही. 

हालचालीच्या मार्गाची बेरीज करणे.

	 फूड कोर्टपासनू सरुुवात करा आणि लिफ्टमध्ये +2 दाबा. कोठे पोहोचणार? ___________

	ह  ेआपण खालील विधानाने स्पष्ट करू शकतो.

	प्रार भ मजला + हालचाल  = लक्ष्य मजला

	 सरुुवातीचा मजला +1 (फूड कोर्ट) आह ेआणि बटण दाबण्याची संख्या +2 आह.े म्हणनू आपला 
लक्ष्य मजला (+1) + (+2) = +3 (पसु्तकांच ेदकुान)

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	त मु्ही मजला +2 पासनू सरुुवात करा आणि लिफ्टमध्ये -3 दाबा. कोठे पोहोचणार? यासाठी समीकरण 
लिहा.

2. 	 या समीकरणांच ेमलू्यमापन करा. (तमु्ही येथे बिल्डींग ऑफ फनचा संदर्भ दऊेन सरुुवातीचा मजला + 
हालचाल म्हणनू विचार करू शकता.)	

	 a. (+1) + (+4) =	 ___________		 b. (+4) + (+1) =   ___________

	 c. (+4) + (-3) =	 ___________		 d.  (-1) + (+2) =   ___________

	 e. (-1) + (+1) =	 ___________		 f.      0 + (+2) =   ___________	

	 g.    0 + (-2) = 	 ___________

3. 	 वेगवेगळ्या मजल्यापासनू सरुुवात करून मजला -5 पर्यंत पोहोचण्यासाठी आवश्यक हालचाली 
शोधा. उदाहरणार्थ मी मजला +2 पासनू प्रारभ केल्यास मजला -5 पर्यंत पोहोचण्यासाठी मला -7 
दाबावे लागेल. समीकरण (+2) + (-7) = -5 आह.े 

अशा आणखी प्रारभिक स्थिती शोधा आणि मजला -5 पर्यंत पोहोचण्यासाठी आवश्यक हालचाली 
शोधा आणि समीकरण लिहा.

* बटण दाबणे हे देखील बेरीज करण्या सारखेच आहे.

गरुमित खळेण्यांच्या दकुानात होता आणि त्याला दोन मजले खाली जायच ेहोते. पण चकूुन त्याने  
‘+’ बटण दोनदा दाबले. त्याला त्याची चकू कळली आणि त्याने पटकन ‘-’ बटण तीन वेळा दाबले. गरुमित 
खळेाच्या दकुानाच्या खाली किवा वर कितव्या मजल्यावर पोहोचले?

गरुमित एक मजला खाली जाईल. बटण दाबनू एकत्रित केल्याने होणारी हालचाल आपण ही समीकरणाने 
दाखव ूशकतो. (+2) + (-3) = -1
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* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

बटण दाबण्याच्या संख्यांची बेरीज ही परिणामी हालचाल म्हणनू विचार करून या समीकरणांची किमत 
काढा.

a. (+1) + (+4) = ____________ 	 b. (+4) + (+1)  =  ____________

c. (+4) + (-3) + (-2) = ____________ 	 d. (-1) + (+2) + (-3) = ____________

शुन्याकडे परत!

तळ मजल्यावर जाण्याची बसंतला खपू घाई आह ेआणि चकूुन त्याने +3 दाबले. ते रद्द करून तळ 
मजल्यावर राहण्यासाठी तो काय करू शकतो? तो -3 दाबनू ते रद्द करू शकतो. म्हणजेच  
(+3) + (-3) = 0 

246

आपण -3 ला +3 चा व्यस्त म्हणतो. जर बसंतने आता +4 दाबले आणि 
नंतर - 4 दाबले तर तो लिफ्ट मधनू कुठे पोहोचले?

व्यस्त संकल्पनेचा विचार करण्याचा दसुरा मार्ग येथे आह.े जर तमु्ही मजला 
+4 वर असाल आणि तमु्ही त्याच्या उलट -4 दाबलात तर तमु्ही परत 0 वर, (तळ 
मजल्यावर) आला आहात! जर तमु्ही मजला -2 दाबलात आणि त्याच्या उलट 
+2 दाबा, तर तमु्ही (-2) + (+2) = 0 वर (तळ मजल्यावर) जाल.

* 	 या संख्यांच ेव्यस्त लिहा. 			              

	 +4,  -4,  -3,  0,  +2,  -1

*	र षा काढून व्यस्त संख्या जोडा. 

      

+5

-9

-7

+8

-8

-5

+9

+7

मजल्यांचा वापर करून सखं्यांची तुलना करा. 

*    सर्वात खालच्या मजल्यावर कोण आहे?

1.	 जय कला कें द्रात आह.े तर तो मजला +2 वर आह.े

2. 	 असिन क्रीडा विभागामध्ये आह.े तर ती कोणत्या मजल्यावर आह?े
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3. 	बि न्नू चित्रपटगहृात आह ेतर ती कोणत्या मजल्यावर आह?े

4. 	 अमन खळेण्यांच्या दकुानात आह.े तर तो कोणत्या मजल्यावर आह?े

	 + 4 मजल्यापेक्षा + 3 मजला कमी आह.े तर आम्ही +3 < +4  लिहू  किवा +4 > +3 दखेील  
सधु्दा लिहू. 

 	 आपण -3 < - 4 किवा - 4 < -3 लिहावे?	

E

H

C

B

मजला - 4 हा मजला -3 पेक्षा कमी आह.े 

म्हणनू - 4 < - 3 

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

बिल्डींग ऑफ फन वापरून खालील संख्यांची तलुना करा आणि < किवा > चिन्ह 
चौकटीत भरा.

	 a.   -2    +5		  b.  -5    +4	 c.  -5    -3

	 d.  +6    -6		  e.   0    - 4	 f.   0     +4

लक्षात घ्या की सर्व ॠण संख्या मजला 0 (शनू्य) च्या खाली आहते. 
म्हणनू सर्व ॠण संख्या 0 पेक्षा कमी आहते. सर्व धन संख्या मजला 0  (शनू्य) 
च्या वर आहते. म्हणनू सर्व धन संख्या 0 पेक्षा जास्त आहते.

2. 	बि ल्डींग ऑफ फन अधिक मजले आहते अशी कल्पना करा. संख्यांची तलुना करा 
आणि चौकटीत < किवा > असे चिन्ह लिहा.

a.  -10    -12				   b.  +17    -10

c.    0     -20				   d.    +9    - 9		

e.  -25    -7				    f.   +15    -17

3. 	 जर इमारतीत मजला A = -12, मजला D = -1 आणि मजला E = +1 इमारतीत 
उजवीकडे रेषनेे दाखविले असेल तर B, C, F, G आणि H ची संख्या शोधा.    

4. 	 इमारतीच्या रेषचे्या मजल्यांवर चिन्हांकित करा.					        

	 a.   -7         b.  -4		 C. +3              d.  -10
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वजाबाकीसाठी कोणते बटण दाबायचे ते शोधूया. 

मागील वर्गात वजाबाकीचा अर्थ “ घणे े” असा समजला उदाहरणार्थ - “ भितंीवरील कपाटावर 10 
पसु्तके आहते. मी 4 पसु्तके घतेो. कपाटावर किती पसु्तके शिल्लक आहते. ” आपण वजाबाकी वापरून उत्तर 
व्यक्त करतो. 10-4=6 

तमु्ही वजाबाकीच्या दसुऱ्या अर्थाशी दखेील परिचित असाल जो तलुनेशी संबंधित आह े किवा 
प्रमाण समान बनविण्याशी संबंधित आह.े उदाहरणार्थ ही परिस्थिती विचारत घ्या. “ माझ्याकडे 10 रूपये 
आहते आणि माझ्या बहिणीकडे 6 रूपये आहते ” आता मी प्रश्न विचारू शकतो : ‘माझ्याइतकीच रक्कम 
मिळविण्यासाठी माझ्या बहिणीला आणखी किती रूपये मिळवावे लागतील? 

आपण ह ेदोन प्रकारे लिहू शकतो: 6+?=10 किवा 10-6=? 

येथे आपण ‘ गहाळ क्रमांक शोधण े’ मधील संबंध पाहतो जोडण ेआणि वजाबाकी.

धन आणि ऋण संख्यांच्या वजाबाकीसाठी आम्ही वजाबाकीचा हा अर्थ ‘ समान करण े’ किवा 
जोडण्यासाठी ‘ गहाळ ’ संख्या शोधण ेअसा वापरतो.  

* 	 या दृष्टीकोनातनू 15-5, 100 - 10 आणि 74 - 34 च ेकिमत काढा.

शिक्षकांसाठी सचूना

सर्वसाधारणपण े जेव्हा दोन असमान परिणाम असतात, तेव्हा वजाबाकी प्रमाणांना समान 
करण्यासाठी आवश्यक बदल दर्शव ूशकतो. वजाबाकी दर्शवित की लक्ष्य प्रमाण होण्यासाठी सरुुवातीच े
प्रमाण किती बदलले पाहिजे. वेगवेगळ्या मजल्यांच्या पातळीच्या संदर्भात, सरुुवातीच्या मजल्यापासनू 
लक्ष्य मजल्यापर्यंत पोहोचण्यासाठी कोणता बदल आवश्यक आह?े लक्षात घ्या की आवश्यक बदल 
धनात्मक (वाढीसाठी) किवा ॠणात्मक (कमी करण्यासाठी) अस ूशकतात.

तमुचा प्रारभिक मजला कला कें द्र हा आह ेआणि तमु्हाला क्रीडाकें द्र मजल्यावर जायच ेआह,े तर तमु्ही 
कोणते बटण दाबाल? 

तमु्हाला तीन मजले वर जाण ेआवश्यक आह,े म्हणनू तमु्ही +3 दाबले पाहिजे. आम्ही वजाबाकीच्या 
स्वरूपात ही समीकरण लिहू शकतो : लक्ष्य मजला - प्रारभ मजला = आवश्यक हालचाल. वरील 
उदाहरणामध्ये, सरुुवातीचा मजला +2 (कला कें द्र) आह ेआणि लक्ष्य मजला +5 आह.े +2 वरून +5 वर 
जाण्यासाठी +3 बटण दाबा.

त्यामळेु

(+5) - (+2) = +3
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स्पष्टीकरण : 

बेरीज व वजाबाकीमधील संबंध आठवा. 3+2=5 साठी आपण वजाबाकी वापरून गहाळ संख्या शोध ू
शकतो 5-3=2 म्हणजेच वजाबाकी ही गहाळ संख्या शोधण्यासाठीच असते. ह ेआम्हाला माहित आह.े

प्रारभ मजला + आवश्यक हालचाल = लक्ष्य मजला

आवश्यक हालचाल शोधायची असेल तर,

सरुुवातीचा मजला +? = लक्ष्य मजला

म्हणनू,

लक्ष्य मजला - प्रारभ मजला  = आवश्यक हालचाल

अधिक उदाहरणे: 

a. 	 जर लक्ष्य मजला -1 आणि प्रारभ मजला - 2 असेल तर तमु्ही कोणते बटण दाबावे? 

	त मु्हाला एक मजला वर जावे लागेल म्हणनू तमु्ही +1 दाबा. समीकरण : (-1) - (-2) = +1

b. 	 जर लक्ष्य मजला -1 असेल आणि सरुुवातीचा मजला +3 असेल तर तमु्ही कोणते बटण दाबावे?

	त मु्हाला चार मजले खाली जावे लागेल म्हणनू तमु्ही -4 दाबा समीकरण : (-1) - (+3) = -4

c.	 जर लक्ष्य मजला +2 असेल आणि प्रारभ मजला - 2 असेल तर तमु्ही कोणते बटण दाबावे?

	त मु्हाला चार मजले वर जावे लागेल म्हणनू तमु्ही +4 दाबा. समीकरण : (+2) - (-2) = +4

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

ही समीकरण ेपरू्ण करा. तमु्ही सरुुवातीच्या मजल्यापासनू लक्ष्य मजल्यापर्यंत पोहोचण्यासाठी आवश्यक 
हालचाली शोधा.

a.  (+1) - (+4) = ______________		  b.  (0) - (+2) = ______________

c.  (+4) - (+1) = ______________		  d.  (0) - (-2) = ______________

e.  (+4) - (-3) = ______________		  f.  (-4) - (-3) = ______________

g.  (-1) - (+2) = ______________		  h.  (-2) - (-2) = ______________

i.  (-1) - (+1) = ______________		  j.  (+3) - (-3) = ______________
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मो�ा सखं्यांची बेरीज आणि वजाबाकी करणे 

या चित्रामध्ये एक खाण दाखविली आह.े जिथ खडक 
खणनू खनिजे काढली जातात. ट्रक जमिनीच्या पातळीवर 
आह े परंत ु खनिजे जमिनीच्या वर आणि खाली दोन्ही 
बाजलूा आहते. एक वेगवान लिफ्ट आह ेजी माणसे आणि 
धात ूवाहून नेणाऱ्या खाणीमध्ये वर आणि खाली सरकते.

चित्रात कांंही स्तर चिन्हांकित केले आहते. जमिनीची 
पातळी 0 चिन्हांकीत आह.े जमिनीच्या वरच ेस्तर धनात्मक 
संख्येने चिन्हांकित केले आहते आणि जमिनीच्या खालच्या 
पातळीला ऋण संख्यांनी चिन्हांकित केले आह.े संख्या 
जमिनीच्या पातळीपासनू किती मीटर वर किवा खाली 
आह ेह ेदर्शवित.

खाणीत मजेदार इमारती प्रमाणचे :

प्रारभ पातळी + हालचाल = लक्ष्य पातळी

उदा :

	 (+40) + (+60) = +100		 (-90) + (-55) = -145 

	 लक्ष्य पातळी - प्रारभ पातळी = आवश्यक हालचाल 

उदा : 

	 (+40) - (-50) = +90		  (-90) - (+40) = -130

ऋण सखं्या किती आहेत?

बेलाज बिल्डींग ऑफ फनवर फक्त सहा मजले आणि खाली पाच मजले आहते. म्हणजे संख्या -5 
ते +6 या मर्यादते होत्या. वरील खाणीत आपल्याकडे - 175 ते +180 पर्यंत संख्या आहते. परंत ुआपण 
मो�ा इमारती किवा खाणीची कल्पना करू शकतो. ज्याप्रमाण ेधन संख्या +1 ,+2,+3, ........ समाप्त न 
होता वर जातात, त्याचप्रमाण ेऋण संख्या -1, -2, -3, ........ अमर्यादपण ेखाली जातात. शनु्यासह धन 
संख्या आणि ऋण संख्यांना परू्णांक म्हणतात. ते 0 पासनू दोन्ही बाजलूा जातातः ....... -3, -2, -1, 0, 1, 
2, 3, 4, ........
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* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

	ह ी समीकरण ेपरू्ण करा.

	 a.  (+40) + _________ = +200 		  b. (+40) + _________ = -200

	 c. (-50)  + _________ = +200		  d. (-50) + _________ = -200

	 e.  (-200) -  (-40) =  _________		  f.  (+200) - (+40) = _________

	 J.  (-200) - (+40) = _________ 

	 खाणीमधील हालचालीचा विचार करून तमुची उत्तर तपासा. 

251

कोणत्याही सखं्यांची बेरीज, वजाबाकी आणि तुलना करणे 
आणखी मो�ा परू्णांक बेरजेसाठी आणि वजा करण्यासाठी, आम्ही आणखी मो�ा 

लिफ्टची कल्पना करू शकतो! खर तर आपण एका लिफ्टची कल्पना करू शकतो जी 
कायमस्वरूपी वरच्या दिशनेे आणि कायमची खालच्या दिशनेे जाऊ शकते पातळी 0 पासनू 
सरुू होते. आजबूाजलूा कोणतीही इमारत किवा खाण असण ेआवश्यक नाही - एक " अनंत 
लिफ्ट "! 

या कल्पनेचा वापर करून आपण आपल्या आवडीच े कोणतेही परू्णांक यांची बेरीज 
आणि वजाबाकी करू शकतो. उदा. समजा आपल्याला वजाबाकी + 2000 करायची आह.े 
आपण जमिनीच्या वर 2000 आणि जमिनीच्या खाली 200 पातळी असलेल्या लिफ्टची 
कल्पना करू शकतो. 

लक्ष्य पातळी - प्रारभ पातळी = आवश्यक हालचाल

प्रारभ मजला - 200 वरून लक्ष्य मजला + 2000 वर जाण्यासाठी आपण + 2200 दाबले 
पाहिजे. म्हणनू (+2000) - (-200) = + 2200 लक्षात घ्या की (+2000) + (+200) = + 
2200 आह.े 

* 	 अशाच प्रकारे योग्य लिफ्ट रेखाटून किवा कल्पना करून खालील राशींची किमत 
काढण्याचा प्रयत्न करा.

a. -125 + (-30)			   b. +105 - (-55)

c. +105 + (+55)			   d. +80 - (-150)

e. +80 + (+ 150)			   f. -99 - (-200)

g. -99 + (+200)			   h. +1500 - (-1500) 
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वरील उदाहरणात आपण पाहिले की +2000 - (-200) = +2200 दसुऱ्या शब्दांत, ऋण संख्या  वजा 
करण ेह ेसंबंधित धन संख्या मिळविण ेआह.े म्हणजेच आपण ऋण संख्येची वजाबाकी एका धन संख्येच्या 
बेरजेने बदल ूशकतो! 

*	त मु्ही वर केलेल्या इतर अभ्यांसामध्ये तमुच्या लक्षात आले का की ऋण संख्या वजा करण ेह ेसंबंधित 
धन संख्या जोडण्यासारखचे आह?े					           

गणिती बोल
	 वरील ‘अनंत लिफ्ट ’ वर एक नजर टाका. ह ेतमु्हाला संख्या रेषचेी आठवण करून 

दतेे का? 

पुन्हा एकदा सखं्यारेषेकडे वळूया

आम्ही वर पाहिलेली ‘अनंत लिफ्ट’ अगदी संख्या रेषसेारखी दिसत होती, नाही का? खरे तर जर आपण 
ते 90° ने फिरविले, तर ती मळुात एक संख्यारषा बनते. आम्ही पाठाच्या सरुुवातीला विचारलेल्या प्रश्नाच े
उत्तर दऊेन संख्या रेषपेर्यंत क्रमांक कसे परू्ण करायच ेह ेदखेील आम्हाला सांगते. 0 च्या डावीकडे ऋण संख्या 
-1, -2, -3, ................. 

सामान्यत: आपण धन संख्या + चिन्हाने दर्शवितोआणि  सोप्या पध्दतीने त्यांना 1, 2, 3,........ असे लिहीतो.

6

6

0 1-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

लिफ्ट वापरून संख्यारषनेे प्रवास करण्याऐवजी आपण त्यावर चालण्याची कल्पना करू शकतो. 
उजवीकडे धन दिशा (पढेु) आह ेआणि डावीकडे ऋण दिशा (मागे) आह.े 

लहान संख्या आता मो�ा संख्येच्या डावीकडे आहते. आणि मो�ा संख्या लहान संख्यांच्या 
उजवीकडे आहते. 

तर 2 < 5;   -3 < 2;   आणि  -5 < -3

* 	 जर 5 वरून तमु्हाला 9 वर जायच ेअसेल तर तमु्ही संख्या रेषनेे किती लांब प्रवास केला पाहिजे?

8 9 10

तमु्हाला 4 पावलांचा प्रवास करावा लागेल. म्हणनूच 5 + 4 = 9 

(लक्षात ठेवा : प्रारभ क्रमांक + हालचाल = लक्ष्य क्रमांक) 

संबंधित वजाबाकी विधान 9 - 5 = 4 

(लक्षात ठेवा : लक्ष्य क्रमांक - प्रारभ क्रमांक = आवश्यक हालचाल)
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*	 आता 9 पासनू जर तमु्हाला 3 वर जायच ेअसेल तर तमु्हाला किती प्रवास करावा लागेल?

8 9 10

तमु्ही 6 पावले मागे सरकले पाहिजे म्हणजे तमु्ही -6 सरकले पाहिजे. म्हणनू 9 + (-6) = 3

(लक्षात ठेवा : प्रारभ क्रमांक + हालचाल = लक्ष्य सखं्या) 

संबंधित वजाबाकी विधान  3 - 9 = - 6 आह.े

(लक्षात ठेवा : लक्ष्य क्रमांक - प्रारभ क्रमांक = आवश्यक हालचाल)

* 	 आता 3 पासनू जर तमु्हाला - 2 वर जायच ेअसेल तर तमु्हाला किती अतंर प्रवास करावा लागेल?

1-1 2-2 3-3 4-4

	त मु्हाला -5 पावले प्रवास करावा लागेल म्हणजे 5 पावले मागे. अशा प्रकारे 3 + (-5) = -2

	 संबंधित वजाबाकी विधान :  -2 -3 = -5

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1-1 2-2 43-3 5 6 7 8 9 10-4-5-6-7-8

	 1. 	 वरील संख्या रेषवेर 3 धन संख्या आणि 3 ऋण संख्या चिन्हांकीत करा.

	 2.  वरील 3 चिन्हांकीत ऋण संख्या खालील चौकटीत लिहा. 

		  चौकटी :              

	 3. 2 > -3 का?  -2 < 3 का?

	 4. किमती शोधा.

		  i) - 5+ 0		  ii) 7 + (-7)		  iii) -10 + 20

		  iv) 10 - 20		  v) 7- (-7)		  vi) -8 - (-10)  

* 	 बेरीज आणि वजाबाकी करण्यासाठी अचिन्हांकीत सखं्यारेषा वापरणे.

ज्याप्रमाण े तमु्ही वरील संख्यारषचेा वापर करून लहान संख्येसह बेरीज, वजाबाकी आणि तलुना 
करू शकता, त्याचप्रमाण ेतमु्ही ‘अनंत संख्यारषा’ ची कल्पना करून किवा खालीलप्रमाण े“अचिन्हांकित 
संख्यारषा’’ रेखाटून मो�ा संख्येची बेरीज, वजाबाकी आणि तलुना करू शकता.
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या संख्यारषवेर फक्त आरंभबिद ूनिर्देशांक 0 दर्शविलेला आह.े इतर क्रमांक चिन्हांकीत केलेले नाहीत. 
परू्णांक बेरीज आणि वजाबाकी करण्यासाठी ही अचिन्हांकीत संख्यारषा वापरण ेसोयीच ेअस ूशकते. तमु्ही 
संख्या रेषचे ेमाप आणि त्यावरील संख्यांच ेस्थान दर्शव ूशकता किवा फक्त कल्पना करू शकता.

उदाहरणार्थ : ही अचिन्हांकित संख्यारषा पढुील बेरीजेची समस्या दर्शवित : 85 + (-60) =?

+25 +85

-60

त्यानंतर आपण ते 85 + (-60) = 25 ची कल्पना करू शकतो. खालील अचिन्हांकीत संख्यारषा 
वजाबाकीची समस्या दर्शवित जी गहाळ जोड समस्या म्हणनू दखेील लिहीली जाऊ शकते: 

(-100) - (+250) =?  किवा 250 +? = -100

-100 +250

?

मग आपण त्याची कल्पना करू शकतो का? = - 350

अशा प्रकारे तमु्ही बेरीज आणि वजाबाकीची उदाहरण ेधन किवा ऋण संख्यासह, कागदावर किवा 
तमुच्या डोक्यात अचिन्हांकित संख्यारषा वापरून आम्ही सोडव ूशकतो.

* 	 समीकरणांची किमत काढण्यासाठी अचिन्हांकित संख्यारषा वापरा: 

-3 2

-5a. 	 -125 + (-30) =  ____________

b. 	 +105 - (-55) =  ____________

C. 	 +80 - (-150) =  ____________

d. 	 - 99 - (-200) =  ____________

वजाबाकीचे बेरजेमध्ये आणि बेरजेचे वजाबाकीमध्ये रूपांतर करणे

लक्षात ठेवा की, लक्ष्य मजला - प्रारभ मजला = आवश्यक हालचाल

						कि      वा

		  लक्ष्य मजला = प्रारभ मजला + आवश्यक हालचाल 

जर आपण 2 पासनू सरुुवात करून - 3 वर जाऊ इच्छित असाल तर हालचालीची गरज आह ेका?
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पहिली पध्दत : संख्यारषा पहा, आपल्याला - 5 (म्हणजेच 5 पावले मागच्या दिशनेे) हलविण्याची गरज 
आह.े म्हणनू, - 3 - 2 = -5 आवश्यक हालचाल = -5

दुसरी पध्दत :- 2 ते -3 पर्यतच्या प्रवासाच ेदोन भाग करा. 

			   a. 2 ते 0 पर्यतची हालचाल 0 - 2 = -2 आह.े

			   b. 0 ते - 3 पर्यतची हालचाल - 3 - 0 = - 3 

	द ोन हालचालींची बेरीज : - 3 + (-2) = - 5

दोन रंगीत समीकरण पहा. दसुऱ्यात वजाबाकी नाही! 

अशाप्रकारे आपण नेहमी वजाबाकीला बेरीजमध्ये रुपांतरीत करू शकतो. जी सखं्या वजा करायची 
आहे ती तिच्या व्यास्तांकाने बदलली जाऊ शकते आणि नंतर वजाबाकीएेवजी बेरीज केली जाऊ 
शकते. 

त्याचप्रमाण,े जी सखं्या मिळवायची आहे ती तिच्या व्यास्तांकाने बदलली जाऊ शकते आणि 
नंतर वजाबाकी केली जाऊ शकते. अशाप्रकारे आपण नेहमी बेरजेलासदु्धा वजाबाकीमध्ये रुपांतरित करू 
शकतो. 

उदाहरण.े

	 a. 	(+7) - (+5) = (+7) + (-5)		  b. (-3) - (+8) = (-3) + (-8)

	 c. 	(+8) - (-2) = (+8) + (+2)		  d. (+6) - (-9) = (+6) + (+9)

10.2 प्रतिकात्मक मुद्रा - (Token Model) 

प्रतिकात्मक मुद्रा वापरून बेरीज करणे.

बेलाज बिल्डींग ऑफ फनमध्ये लिफ्टमधील कामगार कंटाळला आह.े स्वतःच ेमनोरंजन करण्यासाठी 
तो एक बॉक्स ठेवतो त्यामध्ये बरेच धन (लाल) आणि ऋण (काळ्या) मदु्रा असतात. प्रत्येक वेळी तो ‘+’ 
बटण दाबतो तेव्हा तो बॉक्समधनू धन मदु्रा घतेो आणि खिशात ठेवतो. त्याचप्रमाण ेप्रत्येक वेळी जेव्हा तो  
‘-’  बटण दाबतो तेव्हा तो ऋण मदु्रा घतेो आणि खिशात ठेवतो. 

तो तळ मजल्यावर (0 मजला) रिकामा खिसा घऊेन सरुुवात करतो. एका तासानंतर त्याने आपला खिसा 
तपासला आणि त्याला 5 धन मदु्रा आणि 3 ऋण मदु्रा मदु्रा सापडल्या. तर तो आता कोणत्या मजल्यावर 
आह?े 
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त्याने  ‘+’ पाच वेळा आणि  ‘-3’  वेळा म्हणजे (+5) + (-3) = +2 त्यामळेु तो आता +2 मजल्यावर 
आह.े बेरीज करण्याचा दसुरा पर्याय

धन मदु्रा आणि ऋण मदु्रा एकमकेांना रद्द करतात, कारण या मदु्रांच्या जोडीच ेमलू्य शनू्य आह.े त्याच्या 
खिशातील या दोन मदु्रांचा अर्थ असा होतो की, त्याने अनकु्रम ेएकदा ‘+’ आणि एकदा ‘-’ दाबले आणि ते 
एकमकेांना रद्द करतात. आम्ही असे म्हणतो की एक धन मदु्रा आणि एक ऋण मदु्रा “शनू्य जोडी’’ बनवतात. जेव्हा 
तमु्ही सर्व शनू्य जो�ा काढता, तेव्हा तमुच्याकडे दोन धन मदु्रा शिल्लक राहतात म्हणनू (+5) + (-3) = +2 

आम्ही मदु्रा वापरून अशी कोणतीही बेरीज करू शकतो!

उदाहरण : +5 आणि -8 यांची बेरीज करा.

चित्रातनू आपण पाहतो की, आपण पाच शनू्य जो�ा काढू शकतो आणि नंतर आपल्याकडे -3 
शिल्लक राहतात. म्हणनू  (+5) + (-8) = -3

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	 प्रतिकात्मक मदु्रा वापरून बेरीज परू्ण करा.

	 a. (+6) + (+4)			   b. (-3) + (-2)

	 c. (+5) + (-7)			   d. (-2) + (+6)

2. 	 खालील दोन संचामधील प्रतिकात्मक मदु्रांच्या शनू्य जो�ा रद्द करा. प्रत्येक उदाहरणात लिफ्ट कामगार 
कोणत्या मजल्यावर आह?े प्रत्येक उदाहरणात संबंधित बेरीजेच ेविधान काढा?

      

 a. b. 
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वजाबाकी करताना प्रतिकात्मक मुद्रा वापरणे 

धन मदु्रा आणि ऋण मदु्रांसह परू्णांकांची बेरीज कशी करायची ते आपण पाहिले आह.े आम्ही मदु्रा 
वापरून वजाबाकी दखेील करू शकतो!

उदाहरण : वजाबाकी करूया. (+5) - (+4)		        

(+5) - (+4) = +1

 ह ेकरण ेसोपे आह.े परिणाम पाहण्यासाठी धन 5 मधनू 
धन 4 वजा करा.

उदाहरण : वजाबाकी करुया.

(-7) - (-5)					  

(-7) - (-5) = -2

				  

(-7) - (-5) = (-7) + (+5) आह ेका?	

उदाहरण: वजाबाकी करुया.

(+5) - (+6)	                                     	   

खाली 5 धन संख्या घ्या. 

पण 6 धन संख्या काढण्यासाठी परेुशा मदु्रा नाहीत! 

या समस्येच ेनिराकरण करण्यासाठी आम्ही एक अतिरिक्त शनू्य जोडी (एक धन आणि एक ऋण) ठेव ू 
शकतो, ह ेजाणनू घणे ेकी यामळेू मदु्रा संचाच ेमलू्य बदलत 
नाही. 

आता आपण 6 धन गोष्टी काढू शकतो! 

बाकी काय राहत ते पहा. 

आम्ही असा निष्कर्ष काढतो की,  (+5) - (+6) = -1

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 मदु्रा वापरून खालील फरक शोधा. तमु्हाला आता माहित असलेल्या इतर पध्दती प्रमाणचे उत्तर 
मिळतात का? तपासनू पहा.

	 a. (+10) - (+7)		  b. (-8) - (-4)		  c. (-9) - (-4)

	 d. (+9) - (+12)		  e. (-5) - (-7)		  f. (-2) - (-6)

    
    

    
    

 @
KTBS 

NOT TO BE R
EPUBLIS

HED



124

J{UV

2. 	 वजाबाकी करा.

	 a. (-5) - (-7)		  b. (+10) - (+13)	 c. (-7) - (-9)

d. (+3) - (+8)		  e. (-2) - (-7)		  f. (+3) - (+15)

उदाहरण : + 4 - (-6) 

4 धन संख्यांसह सरुुवात करा.				                	   

यातील 6 ऋण संख्या काढायच्या आहते. परंत ुपरेुशा ऋण संख्या नाहीत.

	 आम्ही कांंही शनू्य जो�ा जोडतो कारण यामळेु मदु्राच्या संचाच ेमलू्य बदलत नाही. पण शनू्य जो�ा 
किती?

आम्हाला 6 ऋण संख्या काढायच्या आहते म्हणनू आम्ही 6 शनू्य जो�ा घतेो.

आता आम्ही 6 ऋण काढू शकतो :

म्हणनू, +4 - (-6) = +10

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 वजाबाकी करण्याचा प्रयत्न करा. -3- (+5)

	त मु्हाला किती शनू्य जो�ा घ्याव्या लागतील? परिणाम काय होईल? 

2. 	 मदु्रा वापरून खालील गोष्टीच ेमलू्यमापन करा.

	 a. (-3) - (+10)		  b. (+8) - (-7)		  c. (-5) - (+9)

	 d. (-9) - (+10)		  e. (+6) - (-4)		  f. (-2) - (+7)
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10.3  पूर्णांक वापरण्याचे इतर सदंर्भ
जमा व खर्च (Credits & Debits) 

समजा तमु्ही तमुच्या स्थानिक बँकेत मागील महिन्यापासनू बचत करत असलेल्या `100 नी बँक खाते 
उघडले आह.े त्यामळेु तमुची बँक शिल्लक `100 पासनू सरुू होते. 

मग तमु्ही दसुऱ्या दिवशी तमुच्या बँकेत `60 जमा करा. ह े तमुच्या बँकेच्या पासबकुमध्ये ' जमा ' 
(credit) म्हणनू दाखविले जाईल.

* 	 तुमच्या बकँ खात्यात किती रूपये शिल्लक आहेत.  दसुऱ्या दिवशी तमु्ही तमुच ेबँक खाते वापरून 
तमुच े `60 इलेक्ट्रिक बिल भरले. ह े तमुच्या बँक पासबकुमध्ये ‘खर्च’ (Debit) म्हणनू दाखविले 
जाईल. 

*	 तुमच्या बकँ खात्यात आता किती रूपये शिल्लक आहेत. दसुऱ्या दिवशी तमु्ही तमुच्या 
व्यवसायासाठी `150 ची मोठी खरेदी करता. ह ेपनु्हा खर्च म्हणनू दाखविले जाईल. 

*	 आता तुमच्या बकँ खात्यात किती रक्कम आहेत? हे शक्य आहे का? 

	 (होय, कांंही बँका तमुच्या खात्यातील शिल्लक तात्पुरत्या स्वरूपात ऋणात्मक होऊ दतेात! कांंही 
बँका तमुची शिल्लक ऋणात्मक झाल्यास "व्याज किवा शलु्क" स्वरूपात तमुच्याकडून अतिरिक्त 
रक्कम दखेील आकारतात.)  

	त मुची आदल्या दिवशी केलेली मोठी खरेदी तमु्हाला दसुऱ्या दिवशी तमुच्या व्यवसायात `200 कमव ू
दतेे.

* 	 आता तुमची शिल्लक किती आहे? 

	त मु्ही ' जमा ' चा धन संख्या म्हणनू विचार करू शकता आणि ' खर्च ' चा ऋण संख्या म्हणनू विचार करू 
शकता. तमुच्या सर्व ' जमा ' (धन संख्या) आणि खर्च (ऋण संख्या) ची एकूण बँक खात्यातील शिल्लक 
आह.े ह ेधन संख्या किवा ऋण संख्या अस ूशकते! 

	 सर्वसाधारपण,े आपल्या बँक खात्यात धन संख्या शिल्लक ठेवण्याचा प्रयत्न करण ेचांगले आह!े 

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	 समजा तमु्ही तमुच्या बँक खात्यात 0 रुपयांपासनू सरुुवात करता आणि नंतर तमुच्याकडे `30, `40  
आणि `50 जमा करता. नंतर `40, `50 आणि `60 खर्च होते. आता तमुच्या बँक खात्यातील 
शिल्लक किती रुपये आह?े   

2. 	 समजा तमु्ही तमुच्या बँक खात्यात 0 रुपयांनी सरुुवात केली आणि नंतर तमुच्याकडे 1, 2, 4, 8, 16, 
32, `64 आणि `128  खर्च आहते आणि नंतर `256 ची एकच जमा आह.े आता तमुच्या बँक 
खात्यातील शिल्लक किती आह?े
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3. 	त मुच्या बँक खात्यात धन संख्या शिल्लक ठेवण्याचा प्रयत्न करण ेआणि राखण ेसामान्यत: चांगले का 
आह?े कोणत्या परिस्थितीत तात्पुरती ऋण संख्या शिल्लक ठेवण ेफायदशेीर ठरू शकते?

	त मु्ही बघ ूशकता, बँकिग आणि अकाउंटिगच्या जगात शनू्यासह धन संख्या आणि ऋण संख्या अत्यंत 
उपयकु्त आहते. 

भौगोलिक उभा छेद

आम्ही ‘समदु्र सपाटीपासनू’ पर्वत, पठार आणि वाळवंट यांसारख्या भौगोलिक वैशिष्ट यांची उंची 
मोजतो. समदु्र सपाटीपासनूची उंची 0 मी. समदु्र सपाटीपासनूची उंची धन संख्या वापरून दर्शविली जाते 
आणि समदु्र सपाटीपासनूची उंची ऋण संख्या वापरून दर्शविली जाते.

* 	 शोधा पाहू. [Figure it out] 

1.	 भौगोलिक उभा छेद पाहता संबंधित उंची भरा.

	 a.	 	     b.     	     c.           d.  

	 e.	 	     f.     	     g.       
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या पषृ्ठावरील आकृती दाखवनू भौगोलिक उभा छेद काय आह ेते विचारा. ह ेपथृ्वीवरील एखाद्या 
ठिकाणी काढलेल्या उभ्या तकु�ाची कल्पना करण्यासारख े आह.े बाजचू्या दृष्यातनू हचे दिसेल. 
भगूोलातील उंची आणि खोली मोजण्यासाठी “ समदु्र पातळी ” च्या कल्पनेची चर्चा करा.
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2. 	 या भौगोलिक उभ्या छेदामधील सर्वोच्च बिद ूकोणता आह?े सर्वात कमी बिद ूकोणता आह?े

3. 	त मु्ही A, B, ............. G ह ेबिद ूउंचीच्या उतरत्या क्रमाने लिहू शकता का? तमु्ही उंचीच्या चढत्या 
क्रमाने गणु लिहू शकता का? 

4. 	 पथृ्वीवरील समदु्र सपाटीपासनू सर्वात उंच बिद ूकोणता आह?े त्याची उंची किती आह?े 

5.	 जमिनीवर किवा समदु्राच्या तळावरील समदु्र पातळीच्या संदर्भात सर्वात कमी बिद ू कोणता आह?े 
त्याची उंची किती आह?े (ही उंची ऋणात्मक असावी) 

तापमान 

उन्हाळ्यात ' उष्णतची लाट ' आल्याची बातमी तमु्ही ऐकली असेल. उन्हाळ्यात जेव्हा तमु्हाला खपू 
उष्णता जाणवते तेव्हा तापमान काय असेल. असे तमु्हाला वाटते? हिवंाळ्यात आपल्याकडे थंडी किवा थंड 
तापमान असते.

तमुच्या भागात गेल्या वर्षी उन्हाळ्यात कमाल तापमान आणि हिवंाळ्यात किमान तापमान किती होते? 
शोधा. 

जेव्हा आपण तापमान मोजतो. तेव्हा आपण मोजण्याच े एकक (°C) सले्सिअस म्हणनू वापरतो. 
खालील तापमापक (thermometer) 40°C आणि 15°C तापमान दाखवित आहते.
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गणिती बोल

*  	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	त मु्हाला माहिती आह ेका की भारतात अशी कांंही 
ठिकाण ेआहते जिथ तापमान 0°C च्या खाली जाऊ 
शकते? भारतातील अशी ठिकाण ेशोधा जिथ तापमान 
कधी कधी 0°C च्या खाली जाते. या ठिकाणी काय 
सामान्य आह?े इतर ठिकाण ेथंड का होत नाहीत? 

2.	 लडाखमधील लेहमध्ये हिवंाळ्यात खपू थंडी असते. 
नोव्हेंबरमधील एका दिवशी लेहमध्ये दिवसा / 
रात्रीच्या वेगवेगळ्या वेळी घतेलेल्या तापमान नोंदीची 
सारणी खालीलप्रमाण ेआह.े दिवस / रात्रीच्या योग्य 
वेळेसह तापमान जळुवा.
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तापमान वेळ

14°C 02.00 am

8°C 11.00 pm

-2°C 02.00 pm

-4°C 11.00 am

शिक्षकांसाठी सचूना

तापमापक (thermometer) आणि ते तापमान मोजण्यासाठी ते कसे वापरले जातात याब‌द्दल 
सांगा. वर्गात प्रयोगशाळा तापमापक आणा आणि गरम पाणी आणि थंड पाणी यांच ेतापमान मोजा. 
मलुांना दाखवा की तापमापक मध्ये 0°C च्या खाली खणुा आहते. 0° डिग्री सले्सियस काय दर्शवित, 
म्हणजे पाण्याचा गोठणबिद ूयावर चर्चा करा.

10.4 पूर्णांकांचा शोध 

	 एक पोकळ परू्णांक चौकट (Grid)

4 -1 -3 5 -3 -5

-3 1 0 -5

-1 -1 2 -8 -2 7

या दोन चौकटीमधील संख्यांमध्ये कांंही तरी विशषे आह.े चला ते काय आह ेशोधयूा. 

वरची पंक्ती : 	 4 + (-1) + (-3) = 0		  5 + (-3) + (-5) =  _________

खालची पंक्ती : 	 (-1) + (-1) + 2 = 0		  (-8) + (-2) + 7 =  _________

डावा स्तंभ : 	 4 + (-3) + (-1) = 0		  5 + 0 + (-8) =      _________

उजवा स्तंभ : 	 (-3) + 1 + 2 = 0		  (-5) + (-5) + 7 =  _________

प्रत्येक चौकटीमध्ये, प्रत्येक दोन ओळीतील संख्या (वरची पंक्ती आणि खालील पंक्ती) आणि प्रत्येक 
दोन स्तंभातील संख्या (सर्वात डावीकडील स्तंभ आणि उजवीकडील स्तंभ) समान राखली आह.े या बेरजेला 
आपण " सीमांत बेरीज " (Border Sum) म्हण.ू पहिल्या चौकटीची सीमांत बेरीज ‘0’ आह.े
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*  	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 वरील दसुऱ्या  चौकटीमधील संख्यांची गणना करा आणि सीमांत बेरीज शोधा.

2. 	 आवश्यक सीमांत बेरीज करण्यासाठी चौकट परू्ण करा.

-10 6 8 7

-5 -5 -5

9 -2 

	  सीमांत बेरीज +4 आहे.	    सीमांत रेषेची बेरीज -2 आहे.	    सीमांत रेषेची बेरीज - 4 आहे. 

3.	 वरील शवेटच्या चौकटीमधील, सीमांत बेरीज - 4 मिळविण्यासाठी संख्या लिहीण्याच ेएकापेक्षा जास्त 
मार्ग शोधा.

4. 	 इतर कोणती चौकट अनेक प्रकारे लिहीली जाऊ शकते? आणि त्यांच ेकारण लिहा.

5. 	 एक सीमा परू्णांक चौरस कोडे बनवा आणि आपल्या वर्ग मित्रास सोडवायला सांगा.

सखं्यांची एक अदभूत चौकट! 

खाली कांंही संख्या असलेली चौकट आह.े जोपर्यंत संख्या शिल्लक नाही तोपर्यंत दर्शविल्याप्रमाण े
पायऱ्यांच ेअनकुरण करा.

6



कोणत्याही संख्येवर वर्तुळ करा.

कोणत्याही दसुऱ्या संख्येवर वर्तुळ करा.

निवडलेल्या क्रमाकांच्या पंक्ती आणि स्तंभ 
बाहरे काढा. (रेषा मारा)

3 4 0 9

-2 -1 -5 4

1 2 -2 7

-7 -6 -10 -1

जेव्हा आणखी संख्या नसतील (वर्तुळ करायच)े, तेव्हा थांबा. वर्तुळ केलेल्या संख्या जोडा. 
खालील उदाहरणात, वर्तुळाकार संख्या -1, 9, -7, -2 आहते, जर तमु्ही त्यांना जोडले तर (बेरीज करा.)  
तमु्हाला -1 मिळेल.
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3 4 0 9

– 2 – 1 – 5 4

1 2 – 2 7

– 7 – 6 – 10 – 1

3 4 0 9

– 2 – 1 – 5 4

1 2 – 2 7

– 7 – 6 – 10 – 1

3 4 0 9

– 2 – 1 – 5 4

1 2 – 2 7

– 7 – 6 – 10 – 1

3 4 0 9

– 2 – 1 – 5 4

1 2 –  2 7

– 7 – 6 – 10 – 1

*  	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	 पनु्हा प्रयत्न करा, यावेळी वेगळ्या संख्या निवडा. तमु्हाला एकूण बेरीज किती मिळाली? ती पहिल्यापेक्षा 
वेगळी होती का? आणखी कांंही वेळा प्रयत्न करा.

2. 	 खालील चौकटीमध्ये तोच खळे खळेा. तमु्हाला काय उत्तर मिळाले?

7 10 13 16

-2 1 4 7

-11 -8 -5 -2

-20 -7 -14 -11

-11 -10 -9 -8

-7 -6 -5 -4

-3 -2 -1 0

1 2 3 4

3. 	 या चौकटीमध्ये विशषे काय अस ूशकते? संख्यांमध्ये जाद ूआह ेकी त्यांची मांडणी केली आह.े तमु्ही 
अशा आणखी चौकटी बनव ूशकता का?                                                 

184

  

याचा प्रयत्न 
करा.

*  	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 दिलेल्या जो�ांमधील सर्व परू्णांक चढत्या क्रमाने लिहा.

	 a. 0 आणि -7		  b. - 4 आणि 4

	 c. -8 आणि -15		  d. -30 आणि -23

2.	 अशा 3 संख्या घ्या की त्यांची बेरीज - 8 असेल.

3.  	द ोन फासे आहते आणि त्यांच्यावर असे अकं आहते: -1, 2, -3, 4, -5, 6. ह ेफासे फिरवताना सर्वात 
लहान संभाव्य बेरीज -10 = (-5) + (-5) आणि सर्वात मोठी संभाव्य बेरीज 12 = 6+6 आह.े (-10) 
आणि (+12) मधली कांंही संख्या या दोन फाशावर संख्या जोडून मिळवण ेशक्य नाही. ते आकडे 
शोधा.
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4. 	ह  ेसोडवा.

8 - 13 (-8) - (13) (-13) - (-8) (-13) + (-8)

8 + (-13) (-8) - (13) 1 3- 8 13 - (-8)

5. 	 खालील वर्षे शोधा.

	 a. सध्याच्या वर्षापासनू 150 वर्षापरू्वी कोणते वर्ष होते? ___________

	 b  सध्याच्या वर्षापासनू 2200 वर्षापरू्वी कोणते वर्ष होते? ___________

	 c. इसवी सन परू्व 680 नंतर 320 वर्षांनी कोणते वर्ष असेले? ___________ 

6.	 खालील क्रम परू्ण करा.

	 a.    (-40), (-34), (-28), (-22),  ____,  ____,  ____

	 b.    3, 4, 2, 5, 1, 6, 0, 7, ____,  ____,  ____

	 c.    ____,  ____,  12, 6, 1, -3, -6, ____,  ____,  ____

7. 	 येथे सहा परू्णांक पत्ते आहते: (+1), (+7), (+18), (-5), (-2), (-9)

तमु्ही यापैकी कोणतेही निवडू शकता आणि बेरीज आणि वजाबाकी वापरून समीकरण तयार करू 
शकता. 

	 येथे एक राशी आह:े (+18) + (+1) - (+7) - (-2) जिची किमत (+14) आह.े आता, अशी कार्डे 
निवडा आणि समीकरण तयार करा की त्याच ेमलू्य (-30) च्या जवळ असेल. 

8. 	द ोन धन परू्णांकांची बेरीज नेहमी धन असते परंत ु(धन परू्णांक) - (धन परू्णांक) धन किवा ऋण अस ू
शकते.

a. (धन) - (ऋण)		  b. (धन) + (ऋण)

c. (ऋण) + (ऋण)		  d. (ऋण) - (ऋण)

e. (ऋण) - (धन)		  f. (ऋण) + (धन)

9. 	 या माळेमध्ये एका विशिष्ट प्रकारे एकूण 100 मदु्रा आहते. तर या माळेच ेमलू्य काय आह?े
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10.5 ऐतिहासिक सदंर्भ

सामान्यपण ेअपरू्णांकांप्रमाणचे, सामान्य परू्णांक (शनू्य आणि ऋण संख्यांसह) प्रथम हजारो वर्षापरू्वी, 
आधनुिक काळात जगभर पसरण्याआधी आशियामध्ये कल्पना करण्यात आली आणि वापरण्यात आली 
होती. 

ऋण संख्या वापरण्याची पहिली ज्ञात उदाहरण े लेखाशास्त्राच्या संदर्भात आली. चीनच्या सर्वात 
महत्वाच्या गणितीय कार्यापैकी एक, गणितीय कलावरील नऊ अध्याय (जिऊझांग सआुशं)ू जे इसवी 
सनाच्या पहिल्या किवा दसुऱ्या शतकात परू्ण झाले होते. धन आणि ऋण संख्या लाल आणि काळ्या राॅडस 
वापरून दर्शविल्या गेल्या.

प्राचीन काळी भारतातही लेखाशास्त्र (Accountancy) मजबतू संस्कृत ी होती. जमा व खर्च या 
संकल्पनेबद्दल कौटील्यानी त्यांच्या अर्थशास्त्र (सी. 3008 CE) मध्ये विस्तृतपण ेलिहीले आह,े ज्यामध्ये 
खाते शिल्लक ऋण अस ूशकते ह ेमान्य केले आह.े लेखांकनाच्या संदभार् त ऋण संख्यांचा ससु्पष्ट वापर 300 
च्या आसपासच्या बक्षाली हस्तलिखितसह अनेक प्राचीन भारतीय कृतींमध्ये दिसनू येतो, जेथे संख्येनंतर 
(परू्वी ऐवजी) विशिष्ट चिन्ह वापरून ऋण संख्या लिहीली जात होती.

धन संख्या, ऋण संख्या आणि शनू्य यांची पहिली सामान्य चिकित्सा सर्व समान वैध संख्या म्हणनू 
समान पायावर, व्यासावर बेरीज, वजाबाकी, गणुाकार आणि अगदी भागाकाराची मलूभतू क्रिया करता 
येते जसे ब्रम्हगपु्तानी त्यांच्या स्फु ट सिध्दांत इ. स. 628 ब्रम्हामध्ये विस्ताराने वर्णन केले आह.े ब्रम्हगपु्तानी 
सर्व संख्यांवर क्रिया करण्यासाठी स्पष्ट नियम दिले. धन, ऋण आणि शनू्य ज्यामळेु आपण आजही वापरत 
असलेल्या या संख्या समजनू घणे्याचा आधनुिक मार्ग तयार केला!

बेरीज आणि वजाबाकीसाठीचे ब्रम्हगुप्तांचे कांंही प्रमुख नियम धन सखं्या, ऋण सखं्या आणि शून्य 
खाली दिले आहेत. 

ब्रम्हगपु्ताच ेबेरजेच ेनियम (ब्रम्हा - स्फु ट - सिध्दांत 18.30, 628 CE): 

1. 	द ोन धनाची बेरीज धन आह.े (उदा. 2+3 = 5)

2. 	द ोन ऋणांची बेरीज ऋण आह.े दोन ऋण संख्यांची चिन्हाशिवाय बेरीज करा आणि नंतर उत्तराला वजा 
चिन्ह द्या. [उदा. (-2) + (-3) = -5]

3. 	 धन संख्या आणि ऋण संख्याच्या बेरजेसाठी, मो�ा संख्येतनू (चिन्ह नसलेली) लहान संख्या वजा करा 
आणि उत्तराला मो�ा संख्येच ेचिन्ह ठेवा. [उदा. -5 + 3 = -2,  2 + (-3) = -1 आणि -3 + 5 = 2] 

4. 	 संख्यांची बेरीज आणि तिचा व्यस्त यांची बेरीज शनू्य आह.े [उदा. 2 + (-2) = 0] 

5.	 कोणतीही संख्या आणि शनू्य यांची बेरीज तिच संख्या असते. [उदा. -2 + 0 = -2 आणि 0 + 0 = 0]
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वजाबाकीसाठी ब्रम्हगुप्तांचे नियम (ब्रम्ह - स्फु ट - सिद्धांत 18.31-18.32) 

1.	 मो�ा धन संख्येतनू लहान धन संख्या वजा केल्यास, उत्तर धन संख्या येते. (उदा. 3 - 2 = 1).

2. 	 लहान धन संख्येतनू मोठी धन संख्या वजा केल्यास, उत्तर ऋण संख्या येते. (उदा. 2 - 3 = -1)

3. 	 ऋण संख्या वजा करण ेह ेसंबंधित धन संख्यांची बेरीज असते. (उदा. 2 - (-3) = 2 + 3 = 5)

4. 	 एखादी संख्या त्याच संख्येतनू वजा केल्यास उत्तर शनू्य मिळते. (उदा. 2 - 2 = 0 आणि  
(-2) - (-2) = 0) 

5. 	 एखाद्या संख्येतनू शनू्य वजा केल्यास उत्तर तीच संख्या मिळते. (उदा. -2 - 0 = -2 आणि 0 - 0 = 0) 
शनू्यातनू संख्या वजा केल्याने संख्येचा व्यस्त मिळतो. (उदा. 0 - (-2) = 2)

एकदा तमु्हाला ब्रम्हगपु्ताच ेनियम समजले की, तमु्ही कोणत्याही संख्येची बेरीज आणि वजाबाकी करू 
शकता. धन, ऋण आणि शनू्य!

*    शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 बेलाज बिल्डींग ऑफ फन संदभार् त  ब्रम्हगपु्तांच ेप्रत्येक नियम तमु्ही स्पष्ट करू शकता का?

2. 	 प्रत्येक नियमासाठी तमुची स्वतःची उदाहरण ेद्या.

ब्रम्हगपु्त ह ेपहिले गणितज्ञ होते, ज्यानी शनू्याला समान पायावर धन संख्यांसह तसेच ऋण संख्यांसह 
संख्या म्हणनू वर्णन केले आणि अशा सर्व संख्यावर अकंगणित क्रिया करण्यासाठी स्पष्ट नियम दणेारे पहिले 
गणितज्ञ होते. धन, ऋण आणि शनू्य म्हणजे काय तयार करण.े त्याला गोल (Ring) म्हणतात. ही जगाची 
गणित करण्याची पध्दत बदलते.

तथापि उर्वरित जगाला संख्या म्हणनू शनू्य आणि ऋण संख्या �स्वकारण्यासाठी अनेक शतके लागली. 
13 व्या शतकापर्यंत यरुोपमध्ये जाण्यापरू्वी ह ेआकडे 9 व्या शतकापर्यंत अरब जगात प्रसारीत केले गेले, 
स्विकारले गेले आणि पढेु त्याचा अभ्यास केला गेला.

आश्चर्याची गोष्ट म्हणजे, 18 व्या शतकातही अनेक यरुोपियन गणिततज्ञांनी ऋण संख्या अजनूही 
स्विकारली नाही. 18 व्या शतकातील फ्रें च गणिततज्ञ लाझारे कार्नोट यांनी ऋण संख्यांना "असमंजस" 
(Absurd) म्हटले. परंत ुकालांतराने, जागतिक गणित आणि विज्ञानमध्ये शनू्य तसेच ऋण संख्या अपरिहार्य 
असल्याच ेसिध्द झाले आणि आता त्यांना समान पातळीवर महत्वाच्या संख्या मानल्या जातात आणि धन 
संख्यांइतकीच महत्वाची इ.स. 628 मध्ये ब्रम्हगपु्ताने शिफारस केली होती आणि स्पष्टपण ेवर्णन केले होते.

सर्व संख्यांवरील अकंगणित नियमांच्या या अमरू्ततने बीजगणिताच्या आधनुिक विकासाचा मार्ग 
मोकळा केला, ज्याबद्दल आपण पढुील वर्गामध्ये शिकू.
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सारांश

* 	 अशा संख्या आहते ज्या शनू्यापेक्षा लहान आहते. त्या संख्यांच्या समोर ' - '  चिन्ह लिहीलेले असतात. 
(उदा. -2) आणि त्यांना ऋण सखं्या म्हणतात. त्या संख्या संख्यारषवेर शनू्याच्या डावीकडे लिहील्या 
जातात.

* 	 ........., -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ......... यांना पूर्णांक म्हणतात. 1, 2, 3, 4, ...........या संख्यांना 
धन पूर्णांक म्हणतात. आणि ........... -4, -3, -2, -1 या संख्यांना ऋण पूर्णांक म्हणतात. 0 (शनू्य) ही 
संख्या धन किवा ऋण संख्या नाही. 

* 	 प्रत्येक दिलेल्या संख्येशी संबंधित दसुरी संख्या असते जी दिलेल्या संख्येत मिळविल्यास शनू्य मिळते. 
याला संख्येचा बेरीज व्यस्त असे म्हणतात. (उदा. 7 चा बेरीज व्यस्त -7 आह ेआणि -543 चा बेरीज व्यस्त 
543 आह.े)

* 	 बेरजेचा अर्थ : प्रारभिक स्थिती + आवश्यक हालचाल = लक्ष्य स्थिती 

* 	 बेरीज म्हणजेच हालचालींच ेसंयोजन किवा वाढ / कमी होय. हालचाल 1 + हालचाल 2 = एकूण 
हालचाल

* 	 वजाबाकीचा अर्थ : लक्ष्य स्थिती - प्रारभिक स्थिती = हालचाल

* 	 सर्वसाधारपण,े ब्रम्हगपु्तांच्या बेरजेच्या नियमांच ेपालन करून आपण दोन संख्या मिळव ूशकतो.

a. 	 जर दोन्ही धन संख्या असतील, तर संख्यांची बेरीज धन संख्याच असेल (उदा. 2 + 3 = 5)

b. 	द ोन्ही संख्या ऋण असल्यास त्या संख्यांची चिन्हाशिवाय बेरीज करा आणि उत्तराला वजा चिन्ह द्या. 
(उदा. (-2) + (-3) = -5)

c. 	 जर एक संख्या धन संख्या असेल आणि दसुरी ऋण संख्या असेल, तर मो�ा संख्येतनू (चिन्हाशिवाय) 
लहान संख्या वजा करा आणि उत्तराला मो�ा संख्येच ेचिन्ह द्या. (उदा. -5 + 3 = -2) 

d. 	 एक संख्या आणि तिचा बेरीज व्यस्त यांची बेरीज शनू्य येते. (उदा. 2 + (-2) = 0) 

e. 	 एक संख्या आणि शनू्य यांची बेरीज तीच संख्या येते. (उदा. -2 + 0 = -2)

* 	 आपण दोन परू्णांक संख्यांची वजाबाकी करू शकतो. परू्णांकाची वजाबाकी त्यांच्या बेरीज व्यस्तांच्या 
बेरजेइतकीच असते.

* 	 परू्णांकांची तलुना केली जाऊ शकतेः -3 < -2  < -1  < 0  < +1 < +2  < +3....... लहान संख्या मो�ा 
संख्येच्या डावीकडे असतात. 

* 	 आपण धन आणि ऋण संख्यांचा अर्थ जमा आणि खर्च असा घऊे शकतो. आपण तळ मजल्याचा संदर्भ 
वरच्या बिदचू ेअतंर म्हणनू धन संख्या असा अर्थ घऊे शकतो. त्याचप्रमाण ेऋण संख्यांचा अर्थ जमिनीच्या 
पातळीपेक्षा कमी अतंर म्हणनू केला जाऊ शकतो. अशं सले्सिअसमध्ये तापमान मोजताना, धन तापमान ह े
पाण्याच्या गोठणबिदपूेक्षा जास्त असते आणि ऋण तापमान ह ेपाण्याच्या गोठण बिदचू्या खाली असते. 
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पूर्णांक : साप-शिडी

नियम -

• 	ह ा दोन खळेाडंूचा खळे आह.े प्रत्येक खळेाडू‌कडे 1 मोहरा असतो. दोन्ही खळेाडू 0 पासनू सरुुवात 
करतात. खळेाडू जिंकण्यासाठी -50 किवा +50 पर्यंत पोहोच ूशकतात; परंत ुखळेापरू्वी किवा दरम्यान 
ह ेठरविण्याची किवा निश्चित करण्याची आवश्यकता नाही.

•  	 प्रत्येक खळेाडू एका वेळी दोन फासे फिरवनू टाकतो. एका फाशावर +1 ते +6 पर्यंत संख्या आहते 
आणि दसुऱ्या फाशावर -1 ते -6 पर्यंत संख्या आहते. 

• 	 प्रत्येक वेळी दोन फासे टाकल्यानंतर, खळेाडू कोणत्याही क्रमाने त्यांची बेरीज किवा वजाबाकी करू 
शकतो आणि नंतर परिणाम दर्शविणारी पायरी हालचाल करू शकतो. धन संख्या म्हणजे + 50 च्या 
दिशनेे जाण ेआणि ऋण संख्या म्हणजे  -50 च्या दिशनेे जाण ेहोय.
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अध्ययन साहित्यासाठी पाने
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भौमितिक कोडे - TANGRAM
टीप - प्रत्येक आकार पांढऱ्या  सीमेवरून कापा.
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अपूर्णाक भित (FRACTION WALL) 
टिप - प्रत्येक आकार पांढऱ्या सीमेवरून कापा.
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टिप - प्रत्येक फरशी पांढऱ्या सीमेवरून कापा.
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