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Fo r e wo r d
The National Education Policy (NEP) 2020 envisages a system of  
education in the country that is rooted in an Indian ethos and its 
civilisational accomplishments in all fields of knowledge and human 
endeavour. At the same time, it aims to prepare students to engage 
constructively with the opportunities and challenges of the twenty-first 
century. The basis for this aspirational vision has been well laid 
out by the National Curriculum Framework for School Education 
(NCF-SE) 2023 across curricular areas at all stages. By nurturing 
students’ inherent abilities across all five planes of human existence 
(pañchakośhas), the Foundational and Preparatory Stages set the 
Stage for further learning at the Middle Stage. Spanning Grades 6 to 
8, the Middle Stage serves as a critical three-year bridge between the 
Preparatory and Secondary Stages.

The NCF-SE 2023, at the Middle Stage, aims to equip students with 
the skills that are needed to grow, as they advance in their lives. It aims 
to enhance their analytical, descriptive, and narrative capabilities, 
and to prepare them for the challenges and opportunities that await 
them. A diverse curriculum, covering nine subjects ranging from 
three languages—including at least two languages native to India—
to Science, Mathematics, Social Sciences, Art Education, Physical 
Education and Well-being, and Vocational Education promotes their 
holistic development.

Such a transformative learning culture requires certain essential 
conditions. One of them is to have appropriate textbooks in different 
curricular areas, as these textbooks are intended to play a central role 
in mediating between content and pedagogy’s role that helps strike 
a judicious balance between direct instruction and opportunities 
for exploration and inquiry. Among the other conditions, classroom 
arrangement and teacher preparation are crucial to establish conceptual 
connections both within and across curricular areas.

The National Council of Educational Research and Training (NCERT), 
on its part, is committed to providing students with such high-quality 
textbooks. Various Curricular Area Groups (CAGs), which have been 
constituted for this purpose, comprising notable subject-experts, 
pedagogues, and practising teachers as their members, have made all 
possible efforts to develop such textbooks. Ganita Prakash, the textbook 
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of mathematics for Grade 8 (Part 1) is designed to make learning fun, 
engaging, and meaningful. Aligned with NEP 2020 and NCF-SE 2023, the 
textbook continues to foster the spirit of experiential and inquiry-based 
learning, a spirit already introduced in the mathematics textbooks for 
Grades 6 and 7. It encourages students to ask questions, think critically, 
and understand concepts of mathematics through real-world contexts. 
The textbook makes efforts to encourage the students to observe and 
explore patterns around them and discover mathematical concepts on 
their own. The content is structured in a way that supports a joyful and 
progressive understanding of increasingly complex concepts, easing 
students into more advanced learning. The content attempts to integrate 
mathematics with other subject areas, such as Science, Social Science 
with cross-cutting themes like environmental education, value education, 
inclusive education, and Indian Knowledge Systems (IKS). At most of the 
places the concept begins with either a story or a puzzle that not only 
makes students think but also feels the importance of the concept. 

However, in addition to this textbook, students at this stage should 
also be encouraged to explore various other learning resources. School 
libraries play a crucial role in making such resources available. Besides, 
the role of parents and teachers will also be invaluable in guiding and 
encouraging students to do so.

With this, I express my gratitude to all those who have been involved 
in the development of this textbook, and hope that it will meet the 
expectations of all stakeholders. At the same time, I also invite suggestions 
and feedback from all its users for further improvement in the coming 
years.

� Dinesh Prasad Saklani
� Director
New Delhi� National Council of Educational 
June 2025� Research and Training
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Ab o u t t h e Bo o k
Mathematics helps students develop not only basic arithmetic skills, but  also the 
crucial capacities of logical reasoning, creative problem-solving, and clear and 
precise communication (both oral and written). Mathematical knowledge also plays 
a crucial role in understanding concepts in other school subjects, such as Science and 
Social Science, and even Arts, Physical Education, and Vocational Education. Learning 
Mathematics contributes to the development of capacities to make informed choices 
and decisions. Understanding numbers and quantitative arguments is necessary for 
effective and meaningful democratic and economic participation. Mathematics thus 
plays an important role in achieving the overall aims of school education.

Mathematics at the Middle Stage is a major challenge and performs the dual role of 
being both close to the experience and environment of a learner and being abstract. 
It performs the role of developing intuition, while also maintaining and emphasising 
rigour. It is enhancing critical and logical thinking, while also developing artistry 
and creativity, and a sense of elegance and aesthetics. Mathematics provides students 
with plenty of opportunities to explore and discover concepts on their own while also 
teaching the best-known methods in the global repertoire of mathematics.

This textbook attempts to address the goals and challenges of learning mathematics. 
The writers have aimed to strike a judicious balance between informal and formal 
definitions and methods in helping students to develop both intuition and rigour. 
The textbook also provides numerous opportunities for student-student and student–
teacher interaction in the classroom to promote active and experiential learning. A 
number of questions, puzzles, and interactive exercises are posed throughout the 
textbook to encourage constant exploration. Many of the questions are open-ended to 
stimulate classroom discussion.

The Chapter 1: ‘A Square and A Cube’ is an introduction to the special types of 
numbers called squares and cubes through engaging explorations, and contexts. 
Chapter 2: ‘Power Play’ considers short and logical ways of expressing very large 
numbers, and discusses how they can be written and read without ambiguity. Chapter 
3: ‘A Story of Numbers’ reveals how the idea of number and number representation 
evolved over the course of time, across different places in the world, to finally reach 
its modern efficient form. Chapter 4: ‘Quadrilaterals’ discusses some interesting types 
of four-sided figures and problems based on them. Chapter 5: ‘Number Play’ shows 
different properties of numbers studied by the students with a balance of engaging 
activities through visualisation and rigorous mathematical reasoning. Chapter 6: ‘We 
Distribute, Yet Things Multiply’ covers aspects related to Algebra, and in particular, 
the distributive law. Chapter 7: ‘Proportional Reasoning’ explores a new way to 
compare two quantities using daily life situations. In all the chapters, an attempt has 
been made to emphasise connections with other subjects including Art, History and 
Science.

By weaving storytelling and hands-on activities together, as done in Grades 6 
and 7, we hope that an immersive learning experience will be created that ignites 
curiosity and fosters a love for mathematics. It is hoped that teachers would give 
students the opportunity to discuss, play, engage with each other and provide logical 
arguments for different ideas, and find loopholes in arguments presented. This is 
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necessary for the learners to eventually develop the ability to understand what it means 
to prove something and also become confident about the underlying concepts. The 
mathematics classroom should not expect a blind application of algorithms but should 
rather encourage students to find many different ways to solve problems.

As per the National Education Policy (NEP) 2020, computational thinking has also 
been gently introduced through puzzles, games, and interactive exercises that encourage 
students on these aspects. Indian rootedness has also been kept in mind while giving 
contexts for different concepts. The contributions of Indian mathematicians have also 
been given as part of a problem-solving approach to make students aware of India’s rich 
mathematical heritage and its global contributions to mathematics.

The concepts and problems in this textbook are related to daily life situations. An 
attempt has been made to use contexts and materials that students are familiar with. 
Learning material sheets have been given at the back of the book that may be photocopied 
and used in the classroom. Exercises or activities are often given to encourage peer group 
efforts and discussions. However, this textbook intends to address the learning needs of 
a diverse group of students in the classroom. 

We have tried to link concepts learnt in initial chapters with ideas in subsequent 
chapters, to show the connectedness and unity of mathematics. We hope that teachers 
can revise these concepts in a spiralling way so that students are able to appreciate the 
entire conceptual structure of mathematics. We hope that teachers may focus more on 
the ideas of squares and cubes, exponents, evolution of numbers and other notions that 
are new to the students, and are foundational for further learning.

Finally, this textbook aims to be more than just a textbook — it is a passport to a world 
of mathematical discovery and exploration. Whether used in the classroom or at home, 
we hope that it inspires students to embark on their own mathematical adventures, 
empowering them to see the beauty and relevance of Mathematics in everything. With 
its engaging approach and comprehensive coverage of Grade 8 mathematics concepts, 
this textbook aims to captivate young minds and set them on a lifelong journey of 
mathematical discovery.

I once again thank all the writers of and contributors of this textbook for their valuable 
contribution and service to the nation’s mathematics teachers, learners and enthusiasts. 

We look forward to your comments and suggestions regarding the textbook and hope 
that you will send interesting exercises, activities and tasks that you may develop while 
teaching and learning for future editions.

                                                                                                                                                      
Ashutosh Wazalwar

Professor and Academic Convener
Department of Education in  

Science and Mathematics
National Council of Educational  

Research and Training
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Constitution of India

Fundamental Duties

Part IV A (Article 51 A)

It shall be the duty of every citizen of India —

(a) to abide by the Constitution and respect its ideals and institutions, the

National Flag and the National Anthem;

(b) to cherish and follow the noble ideals which inspired our national struggle

for freedom;

(c) to uphold and protect the sovereignty, unity and integrity of India;

(d) to defend the country and render national service when called upon to

do so;

(e) to promote harmony and the spirit of common brotherhood amongst all

the people of India transcending religious, linguistic and regional or

sectional diversities; to renounce practices derogatory to the dignity of

women;

(f) to value and preserve the rich heritage of our composite culture;

(g) to protect and improve the natural environment including forests, lakes,

rivers, wildlife and to have compassion for living creatures;

(h) to develop the scientific temper, humanism and the spirit of inquiry and

reform;

(i) to safeguard public property and to abjure violence;

(j) to strive towards excellence in all spheres of individual and collective

activity so that the nation constantly rises to higher levels of endeavour

and achievement;

*(k) who is a parent or guardian, to provide opportunities for education to

his child or, as the case may be, ward between the age of six and

fourteen years.

Note: The Article 51A containing Fundamental Duties was inserted by the Constitution

(42nd Amendment) Act, 1976 (with effect from 3 January 1977).

*(k) was inserted by the Constitution (86th Amendment) Act, 2002 (with effect from

1 April 2010).
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CONSTITUTION OF INDIA
Part III (Articles 12 – 35)

(Subject to certain conditions, some exceptions 
and reasonable restrictions)

guarantees these 

Fundamental Rights
Right to Equality
•	 before law and equal protection of laws;
•	 irrespective of religion, race, caste, sex or place of birth;
•	 of opportunity in public employment;
•	 by abolition of untouchability and titles.

Right to Freedom
•	 of expression, assembly, association, movement, residence and profession;
•	 of certain protections in respect of conviction for offences;
•	 of protection of life and personal liberty;
• of free and compulsory education for children between the age of six and fourteen years;
•	 of protection against arrest and detention in certain cases.

Right against Exploitation
•	 for prohibition of traffic in human beings and forced labour;
•	 for prohibition of employment of children in hazardous jobs.

Right to Freedom of Religion
•	 freedom of conscience and free profession, practice and propagation of religion;
•	 freedom to manage religious affairs;
•	 freedom as to payment of taxes for promotion of any particular religion;
•	 freedom as to attendance at religious instruction or religious worship in 

educational institutions wholly maintained by the State.

Cultural and Educational Rights
•	 for protection of interests of minorities to conserve their language, script and culture;
•	 for minorities to establish and administer educational institutions of their choice.

Right to Constitutional Remedies
•	 by issuance of directions or orders or writs by the Supreme Court and High Courts 

for enforcement of these Fundamental Rights.
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शिक्षकांसाठी सचुना 

आम्हाला आशा आह ेकी, 'गणित प्रकाश ' ह ेपसु्तक तमुच्यासमोर असलेले रोमांचक कार्य साध्य करण्यासाठी एक मजबतू आधार 
म्हणनू सेवा दईेल. गणित या सुंदर विषयाच्या अध्ययनाचा आनंद पढुील पिढीपर्यंत पोहोचविण्यास मदत करेल.

या कार्याकरिता विद्यार्थ्यांच्या मनामध य्े गणितीय विचार फुलविण्यासाठी एक सपुीक वातावरण तयार करण ेगरजेच ेआह.े वर्गखोली 
ज्यामध य्े विद्यार्थी सांगितलेले ऐकतात आणि फळ्यावर जे कांही लिहिले जाते ते लिहन घतेात. तरी गणित विषयाच्या अध्यापनामध य्े 
आवश्यक परिस्थितीमध य्े कांही त्रुटी आहते. त्याऐवजी वर्गखोल्या या अशी जागा असावी लागते की ज्यामध य्े विद्यार्थी गणितीय कल्पनाशी 
खळेण्यात, शोधण्यात आणि चर्चा करण्यात गुंतलेले असले पाहिजेत आणि नमनेु आणि समस्या निवारणासाठी एकत्रितपण ेसर्जनशील 
रणनिती विकसित केली पाहिजेत. विद्यार्थ्यांना आपल्या समस्या एकमकेांसमोर मांडता आल्या पाहिजेत आणि संभाव्य उपायावर चर्चा 
केली पाहिजे. खर तर या परिस्थितीमळेुच आतापर्यंत गणिताचा परू्ण विकास झाला आह ेआणि त्यामळेुच अशा परिस्थितीविना विद्यार्थी 
गणितीय विचार आणि समज विकसित करु शकतील याची अपेक्षा करता येत नाही.

सदुवैाने अशी परिस्थिती निर्माण करण ेकठीण नाही. त्यासाठी फक्त एक मनोरंजक प्रश्न, समस्या, नमनुा किवा आव्हान नियमितपण े
विद्यार्थ्यांसमोर मकु्तपण ेठेवण ेआवश्यक आह,े त्याना वर्गामध य्े किवा जोडीने किवा गटामध य्े खळेण्यासाठी, चर्चा करण्यासाठी आणि 
त्यावर काम करण्यासाठी परेुसा वेळ दणे ेगरजेच ेआह.े

त्यासोबतच चकुा स्वीकारणारे आणि अध्ययनाच ेमहत्व मान्य करणारे पोषक वातावरण जोपासले गेले पाहिजेत.

वर्गामध य्े गणितीय विचारसरणी सरुु करण्याची चमक निर्माण करण े कठीण नसले त्तरी ते टिकवनू ठेवण े आव्हानात्मक अस ू
शकते आणि त्यासाठी तमु्हाला अधिक परिश्रम घ्यावे लागतील. तरीपण प्रश्न, समस्या, नमनुा किवा आव्हाने उघडण्याचा पहिला भाग 
आठव�ातनू किमान एकदा -दोन वेळा केला गेला तरी, विद्यार्थ्यांना खळेण्यासाठी चर्चा करण्यासाठी आणि त्यावर काम करण्यासाठी 
तमुच्याकडून परेुशी वाट पाहण्याचा वेळ मिळाला तरी विद्यार्थ्यांचा गणिताकडे पाहण्याचा आणि लक्ष दणे्याचा दृष्टीकोन यावर मोठा 
सकारात्मक परिणाम होऊ शकतो.

ह ेलक्षात घतेले पाहिजेत की हा सकारात्मक परिणाम केवळ एका रात्रीत होणार नाही. यासाठी वेळ द्यावा लागतो आणि तो तमु्ही 
समस्या सोडविण्यासाठी किती संधी दतेा, तमुचा संयम आणि विद्यार्थ्यांना किती प्रोत्साहन दतेा यासारख्या विविध घटकावर अवलंबनू 
असतो.

समस्या मांडण्यासाठी तमु्हाला मदत व्हावी यासाठी या पसु्तकातील सर्व समस्या किवा प्रश्न ?  आणि ?  ही चिन्हे वापरुन 
चिन्हांकीत केले आह.े ह ेचिन्ह वर्गामध य्े समस्या सोडविण्याची आणि शोध घणे्याची प्रक्रिया पढेु सरुु ठेवणाऱ्या संभाव्य संधीच सचुक 
आह ेतमु्हाला   

गणिती बोल

असे लिहिलेल्या कांही समस्या आढळतील, त्यांना विशषेतः वर्गातील चर्चेच ेविषय म्हणनू बनविता येतात.

पा�पसु्तकात विविध ठिकाणी घबुडांच ेशभुकंर दिसले जे महत्वाच्या गणितीय प्रक्रिया विचार करण्याच्या पध्दती आणि समस्या 
सोडविण्याच्या पध्दतीवर प्रकाश टाकते. वर्गातील चर्चेच्यावेळी जिथ घबुड दिसते आणि इतर सारख्याच परिस्थितीमध य्े ह े लक्षात 
आणनू या विद्यार्थ्यांची गणितीय विचारसरणी आणि संकल्पनांची समज विकसित करण्यासही परेुशा संख य्ेने प्रश्न दिलेले आहते. ते सर्व 
व्यापण्याच्या प्रयत्नात विद्यार्थ्यांना खळेण्यासाठी आणि चर्चा करण्यासाठी वेळ दिला जाणार नाही ह ेघडणार नाही याची काळजी घ्यावी.

ह ेसमजनू घणे ेमहत्वाच ेआह ेकी शोधात्मक समस्या या केवळ समस्या सोडविण्याच्या कौशल्यांना चालना दणे्यासाठी नसतात. 
तर तेव्हा मलेु शोधात गुंत ूलागतातः तेव्हा प्रक्रियात्मक प्रवाहात्ला बळकट करण्यासाठी सधु्दा मदत करतात.

विद्यार्थ्यांना स्वतंत्र अध्ययनकर्ता बनविण्याच े प्रयत्न केले पाहिजेत. यासाठी आवश्यक असलेला एक महत्वाचा पैल ू म्हणजे 
गणिती संदर्भ वाचनू आकलन करण्याची क्षमता. या कौशल्याना चालना दणे्यासाठी विद्यार्थ्यांना स्वतः आणि गटामध य्े पसु्तक वाचण्यास 
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प्रोत्साहीत केले पाहिजे. ते जे वाचतात आणि समजनू घतेात त्याला व्यक्त करण्यासाठी संधी द्यावी. यामळेु गणिले बोलण्यात आणि 
शब्दांचा अर्थ लावण्यास विद्यार्थ्यांना  येणाऱ्या मो�ा समस्यांच ेदखेील निराकरण होईल.

या पसु्तकामध य्े अनेक खलु्या समस्या आहते. त्यामध य्े कांही नवीन संकल्पनावर उपचार सधु्दा आहते. तमु्ही जर यापैकी 
कांही सोडव ूशकला नाही किवा कांही लगेच समज ूशकल्या नाहीत तर ते परू्णपण ेठिक आह.े सर्वाना सर्व कांही माहीत होतच असे 
नाही. संदर्भ समजनू घऊेन त्यावर चितंन करून प्रयत्न करण्याबरोबर ते वर्गात घऊेन जाण ेआणि चर्चेसाठी खलेु ठेवण ेफायद्याच ेठरेल. 
चर्चेनंतर स्पष्ट केलेल्या आणि स्पष्ट न झालेल्या गोष्टी स्पष्टपण ेसारांशीत केल्या जाऊ शकतात असे केल्याने घटकांशावर बराच प्रकाश 
टाकला जाऊ शकतो.

या चर्चेमध य्े तमु्ही एक सहकारी साधक म्हणनू सहभागी होऊ शकता आणि जेव्हा शिक्षकांना कांहीतरी समजनू घणे्याचा प्रयत्न 
करताना आणि विचार करताना पाहतात, तेव्हा ते एक अदभतू उदाहरण बनते.

तमु्ही आणि तमुच ेविद्यार्थी या पसु्तकाचा उपयोग करुन खपु छान आणि फलदायी वेळ घालवाल अशी आशा करतो!

मुख्य मुद्यांचा सारांश 

शोधण्यासाठी वेळ 

1	वि द्यार्थ्यांना दररोज नवीन समस्या, नमनेु किवा आव्हाने दणे े आणि त्यांना वैधानिकपण े गटामध य्े खळेण्यासाठी, चर्चा 
करण्यासाठी आणि त्यावर कार्य करण्यासाठी परेुसा वेळ दणे ेह ेमहत्वाच ेआह.े

2. 	या  दरम्यान त्यांच्या चकूा स्वीकारण ेआणि अध्ययनात त्यांच ेमहत्व मान्य करणार वातावरण जोपासले गेले पाहिजे.

3. 	 अशी संस क्ृ ती असायला पाहिजे की, येथे विद्यार्थी एकमकेांसमोर समस्या मडंतील आणि त्या समस्या सोडविण्यासाठी विविध 
प्रकारे एकमकेांशी चर्चा करतील.

पुस्तकातील समस्याविषयी 

1 	 पसु्तकातील शोधात्मक समस्या या केवळ समस्या नाहीत तर मलेु जेव्हा शोधात गुंत ूलागतात तेव्हा प्रक्रियात्मक प्रवाहाना 
बळकटी दणे्याचा त्यांचा उद्देश असतो.

2. 	 पसु्तकातील सर्व समस्यांचा समावेश करण्याचा प्रयत्न करताना, विद्यार्थ्यांना खळेण्यात चर्चा करण्यात आणि त्या सोडविताना 
त्यांना दर्जेदार खळेात वेळ घालविण्यापासनू रोखले जाऊ नये.

वाचन 

1. 	वि द्यार्थ्यांना वैयक्तिक आणि गटामध य्े पसु्तक वाचण्यास प्रोत्साहन दणे.े

2. 	 त्यांना वाचन केलेल्या गोष्टींचा अर्थ लावण ेआणि इतरांना समजावनू सांगण्याची संधी दणे.े

न समजण्याचा अधिकार 

1. 	 जर कांही घटकांश समजला नाही तर परू्णपण ेठिक आह.े अशा घटकांशाला समजनू घणे्याचा आणि त्यावर चितंन करण्याचा 
प्रयत्न करण्याबरोबर त्यांना वर्गात घऊेन जाऊन चर्चेसाठी खलुा ठेवण ेचर्चेत ज्या गोष्टी स्पष्ट आहते आणि ज्या अद्याप स्पष्ट 
नाहीत त्यांचा सारांश स्पष्टपण ेसांगता येतो. तमु्ही या चर्चेमध य्े एक सहकारी साधक म्हणनू सहभागी होऊ शकता आणि 
ज्यावेळी विद्यार्थी शिक्षकांना कांहीतरी शोधताना आणि समजनू घतेाना पाहतात तेव्हा ह े त्यांच्यासाठी एक उत्तम उदाहरण 
असते. 

2 	 अध्ययन करण ेही एक सतत चालणारी प्रक्रिया आह.े खरंच, गणितामध य्े असे आणखी खपु कांही आह,े ज्यांची माहिती नाही 
आणि त्यासाठी अधिक शोध लावण ेगरजेच ेआह.े 
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 विद्यार्थ्यांना सचुना 

गणिताच्या कला समजनू घवेनू आनंद घणे्यासाठी फक्त निष्क्रिय प्रेक्षक असण ेपरेुसे नाही. ज्याप्रमाण ेएखादा 
गपु्तहरे रहस्य उलगडण्यासाठी कार्य करतो त्याचप्रमाण ेतमु्ही स्वतःला यामध्ये सामावनू घणे ेआवश्यक आह.े

ज्यावेळी तमुच्या समोर नवीन समस्या (प्रश्न) उदभवतो किवा तमुच्या स्वतःच्या अतंर्जानातनू प्रश्न निर्माण 
होतो किवा तमु्हाला एखादा सुंदर नमनुा दिसतो. त्यावेळी विशषे करून याची गरज भासते. जेव्हा तमु्ही याचा सामना 
करता किवा सामोरे जाता तेव्हा वाचन थाबवा आणि प्रश्न रचन्यासाठी किवा नमनुा समजनू घणे्यासाठी आणि आनंद 
अनभुवण्यासाठी सजृनशीतलेचा वापर करा.

तमु्हाला असे आढळून येईल की कांही प्रश्नासोबत त्यांची उत्तरे दखेील असतात जरी परिस्थिती अशी असली तरी 
उत्तर पाहण्यासाठी स्वतः किवा गटामध य्े त्या समस य्ेवर कार्य करण ेफायद्याच ेठरेल.

ह ेतमु्हाला तमुच ेपसु्तक वाचण्याचा आनंद वदृ्धीगत करेल!

ज्या-ज्यावेळी तमुच्यासमोर प्रश्न उपस्थित होतील, त्या त्यावेळी तमु्ही ?  व  ?  अशी चिन्हे पाहाल. ह े
तमु्हाला सचुित करेल की ही वेळ त्या गोष्टीचा शोध घणे्याची आह.े

घबुडाच े चिन्ह  आणि   ह े चिन्ह गणित अध्ययनाच्या प्रक्रियेमधील कांही महत्वाच्या सचुना 
आपल्याला दतेील.

"शोधा पाह" या शिर्षकाखाली कधी कधी तमु्हाला एकाच ठिकाणी संग्रहीत केलेले अनेक प्रश्न दिसनू येतील.

कांही प्रश्नांसमोर गणिती बोल  ही खणू आह.े या प्रश्नांचा अर्थ असा होतो की ह ेप्रश्न तमुच्या वर्ग मित्रासोबत 
चर्चा करून सोडवा. 

शवेटी ह े  
प्रयत्न करा

 अशी खणु करुन दिलेले प्रश्न आहते. अशा प्रश्नांची उत्तरे सोडविताना अधिक 
सजृनशिलतेची गरज आह ेआणि त्यामळेुच बहुतेक वेळा उत्तरे अधिक मजेदार दखेील असतील!
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ªÀÄÄ£ÀÄßr

2026-27 £ÉÃ ±ÉÊPÀëtÂPÀ ¸Á°¤AzÀ gÁdåzÀ J¯Áè 8£ÉÃ vÀgÀUÀw «zÁåyðUÀ¼À PÀ°PÉUÁV 
®¨sÀåªÁUÀÄwÛgÀÄªÀ ‘UÀtÂvÀ ¥ÀæPÁ±À’ ¥ÀoÀå¥ÀÄ¸ÀÛPÀªÀ£ÀÄß J£ï.¹.Dgï.n AiÀÄÄ 2020 gÀ gÁ¶ÖçÃAiÀÄ ²PÀët 
¤Ãw ºÁUÀÆ 2023 gÀ gÁ¶ÖçÃAiÀÄ ¥ÀoÀåPÀæªÀÄ ZËPÀlÄÖ (±Á¯Á ²PÀët)UÀ¼À D±ÀAiÀÄUÀ¼À£ÀÄß M¼ÀUÉÆAqÀÄ 
gÀa¹zÉ. «zÁåyðUÀ¼À CAvÀUÀðvÀ ̧ ÁªÀÄxÀåðUÀ¼À C©üªÀÈ¢ÞAiÉÆA¢UÉ 21 £ÉÃ ±ÀvÀªÀiÁ£ÀzÀ ̧ ÀªÁ®ÄUÀ¼À£ÀÄß 
JzÀÄj¸À®Ä ¸ÀªÀÄxÀðgÁUÀÄªÀAvÉ «zÁåyðUÀ¼À£ÀÄß ¹zÀÞ¥Àr¸À¨ÉÃQgÀÄªÀÅzÀÄ ªÀiÁvÀæªÀ®è, CªÀgÀ ¨sÀ«µÀåzÀ 
¨É¼ÉªÀtÂUÉUÉ CUÀvÀå«gÀÄªÀ PË±À®UÀ¼À£ÀÄß zÀQÌ¹PÉÆ¼ÀÄîªÀAvÉ ªÀiÁqÀÄªÀÅzÀÄ vÀÄA¨Á CUÀvÀåªÉ¤¸ÀÄvÀÛzÉ. 
¸ÀªÁ®ÄUÀ¼À£ÀÄß JzÀÄj¹, CªÀPÁ±ÀUÀ¼À£ÀÄß ¸ÀzÀã¼ÀPÉ ªÀiÁrPÉÆ¼Àî®Ä ¹zÀÞjgÀÄªÀAvÉ CªÀgÀ «±ÉèÃµÀuÁvÀäPÀ, 
«ªÀgÀuÁvÀäPÀ ªÀÄvÀÄÛ ¤gÀÆ¥ÀuÁ ¸ÁªÀÄxÀåðUÀ¼À£ÀÄß ¥ÉÆÃ¶¸À¨ÉÃQzÉ. F »£Éß¯ÉAiÀÄ°è ‘UÀtÂvÀ ¥ÀæPÁ±À’ 
¥ÀoÀå¥ÀÄ¸ÀÛPÀ ªÀÄºÀvÀÛgÀªÁzÀ ¥ÁvÀæªÀ£ÀÄß ªÀ»¸ÀÄvÀÛzÉ JAzÀgÉ vÀ¥ÁàUÀ¯ÁgÀzÀÄ.

¥ÀoÀåªÀ¸ÀÄÛ ºÁUÀÆ ¨ÉÆÃzsÀ£Á ±Á¸ÀÛçªÀ£ÀÄß ¸ÀÆPÀÛªÁV ¸ÀªÀÄ£ÀéAiÀÄUÉÆArgÀÄªÀ F ¥ÀoÀå¥ÀÄ¸ÀÛPÀzÀ°è 
«zÁåyðUÀ¼À PÀÄvÀÆºÀ®PÉÌ ¤ÃgÀÄ JgÉAiÀÄÄvÁÛ, CªÀgÀ «ZÁgÀuÁ ¸ÁªÀÄxÀåðªÀ£ÀÄß ªÀÈ¢Þ¹, C£ÉéÃµÀuÁ 
ªÀiÁUÀðzÀ°è eÁÕ£À PÀnÖPÉÆ¼Àî®Ä ºÉÃgÀ¼À CªÀPÁ±ÀªÀ£ÀÄß ¤ÃqÀ¯ÁVzÉ. «zÁåyð vÀ£Àß ¸ÀÄvÀÛªÀÄÄvÀÛ°£À 
¥Àæ¥ÀAZÀªÀ£ÀÄß UÀªÀÄ¤¹, ±ÉÆÃ¢ü¹ C°è C£ÀÄ¨sÀ«¸ÀÄªÀ UÀtÂwÃAiÀÄ ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À£ÀÄß DgÀA¨sÀzÀ°èAiÉÄÃ 
¥ÀjZÀ¬Ä¸À¯ÁVzÉ. E°è §¼ÀPÉAiÀiÁVgÀÄªÀ ªÀtðgÀAfvÀ GzÁºÀgÀuÉUÀ¼ÀÄ, ¸ÀAªÁzÁvÀäPÀ C¨sÁå¸ÀUÀ¼ÀÄ 
«zÁåyðUÀ¼À ¯ÉPÁÌZÁgÀzÀ §Ä£Á¢AiÀÄ£ÀÄß §°µÀÖUÉÆ½¹ ¸ÀAQÃtð UÀtwÃAiÀÄ ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À 
PÀ°PÉAiÀÄ£ÀÄß ¸ÀgÀ¼ÀUÉÆ½¸ÀÄvÀÛªÉ. ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À£ÀÄß CxÉÊð¬Ä¸À®Ä ¥ÀoÀåUÀ¼À°è C¼ÀªÀr¹PÉÆArgÀÄªÀ 
PÀxÉUÀ¼ÀÄ, ¸ÀAªÁzÀUÀ¼ÀÄ PÀ°PÁyðUÀ¼À ¸ÀºÀd, ¸ÀgÀ¼À PÀ°PÉUÉ ¥ÀÆgÀPÀªÁVªÉ. C¨sÁå¸ÀPÁÌV £Á«Ã£Àå 
¸ÀªÀÄ¸ÉåUÀ¼ÀÄ ºÁUÀÆ MUÀlÄUÀ¼À£ÀÄß ¥ÀjuÁªÀÄPÁjAiÀiÁV §¼À¹PÉÆArgÀÄªÀÅzÀÄjAzÀ PÀ°PÁyðUÀ¼ÀÄ 
UÀªÀÄ£ÀªÀ£ÀÄß PÀ°PÉAiÀÄ ªÉÄÃ¯É PÉÃA¢æÃPÀj¸À®Ä ºÁUÀÆ UÀtÂwÃAiÀÄ ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À£ÀÄß D¼ÀªÁV 
CxÉÊð¬Ä¹PÉÆAqÀÄ C£ÀéAiÀÄªÀiÁrPÉÆ¼Àî®Ä ¸ÀºÁAiÀÄ ªÀiÁqÀÄvÀÛªÉ. F ªÀÄÆ®PÀ vÀªÀÄä UÀtÂwÃAiÀÄ 
C¯ÉÆÃZÀ£Á (Computational Thinking) ¸ÁªÀÄxÀåðªÀ£ÀÄß ªÀÈ¢Þ¹PÉÆ¼Àî®Ä ¥ÉæÃgÀuÉ ¤ÃqÀÄvÀÛªÉ.

¤ÃrgÀÄªÀ ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼ÀÄ ºÁUÀÆ §¼À¹gÀÄªÀ ¸ÀªÀÄ¸ÉåUÀ¼ÀÄ «zÁåyðUÀ¼À ¤vÀåfÃªÀ£ÀPÉÌ 
¸ÀA§A¢ü¹gÀÄªÀÅzÀjAzÀ ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À C£ÀéAiÀÄ «zÁåyðUÀ½UÉ ¸ÀgÀ¼ÀªÁUÀÄvÀÛzÉ. J¯Áè CzsÁåAiÀÄUÀ¼À®Æè 
PÀ¯É, EwºÁ¸À, «eÁÕ£À EvÁå¢ «µÀAiÀÄUÀ¼À£ÀÄß ¸À«Ää¼À£ÀUÉÆ½¹gÀÄªÀÅzÀjAzÀ §ºÀÄ²¹ÛÃAiÀÄ PÀ°PÉUÉ 
C£ÀÄPÀÆ®ªÁUÀÄvÀÛzÉ. ¥ÀjPÀ®à£ÉUÀ¼À£ÀÄß PÀxÀ£À ±ÉÊ°AiÀÄ°è ºÁUÀÆ ªÀiÁr PÀ° vÀvÀÛ÷ézÀrAiÀÄ°è PÀ°¸À®Ä 
CªÀPÁ±À ¤ÃrgÀÄªÀÅzÀÄ «zÁåyðUÀ¼À°è UÀtÂvÀzÀ §UÉÎ PÀÄvÀÆºÀ® ªÀÄvÀÄÛ ¦æÃw ºÉZÀÄÑªÀÅzÀgÀ°è 
C£ÀÄªÀiÁ£À«®è.

EµÉÖ®è «±ÉÃµÀ UÀÄt®PÀëtUÀ¼À£ÀÄß ºÉÆA¢gÀÄªÀ ‘UÀtÂvÀ ¥ÀæPÁ±À’ ¥ÀÄ¸ÀÛPÀªÀ£ÀÄß vÀgÀUÀw 
¥ÀæQæAiÉÄAiÀÄ°è C¼ÀªÀr¹PÉÆ¼Àî®Ä ¸ÀÄUÀªÀÄPÁgÀgÀÄ vÀªÀÄä vÀgÀUÀwAiÀÄ£ÀÄß CzÀPÉÌ ¥ÀÆgÀPÀªÁUÀÄªÀAvÉ 
ªÀåªÀ¸ÉÜUÉÆ½¹PÉÆ¼ÀÄîªÀÅzÀÄ ºÁUÀÆ ¥ÀÆªÀð¨sÁ« ¹zÀÞvÉAiÉÆA¢UÉ vÀgÀUÀw ¤ªÀðºÀuÉ ªÀiÁqÀÄªÀÅzÀÄ 
vÀÄA¨Á CUÀvÀåªÉ¤¸ÀÄvÀÛzÉ. PÀÄgÀÄqÀÄ ¯ÉPÁÌZÀgÀzÀ §zÀ°UÉ MUÀlÄ, ZÀZÉð, ¸ÀAªÁzÀ, Dl, ¥ÀgÀ¸ÀàgÀ 
vÉÆqÀV¹PÉÆ¼ÀÄî«PÉ, vÁQðPÀªÁV D¯ÉÆÃa¸À®Ä ¸ÁzsÀåªÁUÀÄªÀAvÀºÀ ZÀlÄªÀnPÉUÀ¼ÀÄ M¼ÀUÉÆAqÀ 
¸ÀÄUÀªÀÄUÁjPÉAiÀÄ£ÀÄß F ¥ÀoÀå¥ÀÄ¸ÀÛPÀ ¤jÃPÉë ªÀiÁqÀÄvÀÛzÉ. F ¤jÃPÉëAiÀÄ£ÀÄß £ÀªÀÄä ¸ÀÄUÀªÀÄPÁgÀgÀÄ ºÀÄ¹ 
ªÀiÁqÀÄªÀÅ¢®è JA§ £ÀA©PÉ gÁdå ²PÀët E¯ÁSÉAiÀÄzÁÝVzÉ.
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AZwH«$_{UH$m

^mJ - 1
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7 प्रमाणित तर्क -1 167



amUr aËZ_§Owar ¶m§Zr EH$ _¥Ë`ynÌ {bhrbo hmoVo Ë`m_Ü¶o Ë`m§À¶m aËZm§À¶m (_m¡ë`dmZ XJS>m§À¶m) 
Zer~mMo dU©Z Ho$bo hmoVo Am{U Ë`m_Ü¶o EH$m H$moS>çmMm XoIrb g_mdoe Amho. Ë`m§Mm _wbJm ImoB©gZm_ 
Am{U Ë`m§À¶m 99 ZmVodmB©H$m§Zm Ë`m§À¶m _¥Ë`ynÌmÀ¶m dmMZmgmR>r Am_§{ÌV Ho$bo hmoVo. Ë`m§Zm Ë`m§Mo 
ho gd© aËZ Ë`m§À¶m _wbmbm Úm¶Mo hmoVo, na§Vw {Vbm _m{hV hmoVo H$s {VZo Oa Ago Ho$bo AgVo Va 
Ë`mMo gd© ZmVodmB©H$ {_iyZ Ë`mbm Ìmg XoVrb. {Vbm Aer Amem hmoVr H$s H$moS>o gmoS>{dÊ¶mgmR>r 
Á¶m JmoîQ>tMr _m{hVr AgUo JaOoMo hmoVo. Vo gd© {VZo Ë`mbm Am{YM {eH${dbobo Amho. {VZo Amnë¶m 
_¥Ë`ynÌm_Ü¶o Imbrb _m{hVr Z_yX Ho$br Amho. 

“ _r EH$ H$moS>o ~Z{dbo Amho. Oa Vwåhr gd© 100 OUm§Zr EH$mMdoir Ë`mMo CÎma {Xbo Va 
Vwåhmbm hr _mPr aËZo g_mZ à_mUmV àË`oH$mbm dmQy>Z {_iVrb. Var gwÕm, Oa Vwåhr ¶m àíZmMo 
CÎma gmoS>{dUmao n{hbo Agmb Va Vwåhmbm ¶m gd© aËZm§Mm dmagm Vw_À¶mH$S>oM amhrb. “Vwåhmbm 
`mgmR>r ew^oÀN>m''.

_§Ìr ImoBgZm_ Am{U Ë`m§À¶m 99 ZmVodmB©H$m§Zm EH$m JwßV hdobr_Yrb ImobrV KodyZ Jobo Á¶m_Ü¶o 
100 bm°H$g© hmoVo.

_§Í`mZr nwT>o ñnîQ> Ho$bo H$s, “ àË`oH$ ì¶³Vrbm 1 Vo 100 n¶ªVÀ¶m A§H$mMo H«$_m§H$ {Xbo.''

• 	 ì¶³Vr 1 Zo àË`oH$ bm°H$a CKS>m¶Mm Amho.

• 	 ì¶³Vr 2 hr àË`oH$ Xþgè¶m bm°H$abm Iw§Q>rZo ~m§Yob (åhUOoM Vo CKS>o Agë¶mg ~§X H$aob Am{U 
Vo ~§X Agob Va CKS>ob.)

• 	 ì¶³Vr 3 hr àË`oH$r {Vgè¶m bm°H$abm Iw§Q>rZo ~m§Yob. ([Vgar, ghmdr, Zddr .....B. ho nwT>o 
Mmby amhrb.)

• 	 ì¶³Vr 4 hr àË`oH$r Mm¡Ï¶m bm°H$abm Iw§Q>rZo ~m§Yob. (Mm¡Wo, AmR>do, ~mamdo Am{U B. ho nwT>o Mmby amhrb.) 
ho gd© Ë`m 100 OUm§Mr nmir ¶oB©b Vmon¶ªV Mmby amhrb.

eodQ>r, H$m§hr bm°H$g© CKS>o amhVrb. {VOmoarVrb Zer~mMm H$moS> gwa{jVnUo. ho CKS>o bm°H$g© CKS> H$aVmV.

 hr à[H«$¶m gwé hmoÊ¶m nyduM ImoB©gZm_bm H$iVo H$s 
	 eodQ>r H$moUVo bm°H$g© CKS>o AgVrb.

Va ¶mMo CÎma Ë`mZo H$go emoYbo Agmdo.
gwMZm… àË`oH$ bm°H$a {H$Vr doim Q>m°Jb (Iw§Q>rZo ~m§Ybm Amho Vo emoYm.)

dJ© Am{U KZ 1
(A square and a cube)
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Oa bm°H$a {df_ g§»¶oZo Q>m°Jb Ho$bo Va Vo CKS>o amhVrb. ZmhrVa Vo ~§X AgVrb. bm°H$a {H$Vr 
doim Q>m°Jb Jobo AmhoV ho bm°H$a H«$_m§H$mÀ¶m g§»¶oBVHo$M amhVrb>. CXmhaUmW©. 6 dm bm°H$a hm ì¶³Vr  
1 Zo CKS>bobm Amho Va ì¶³Vr 2hr Ë`mbm ~§X H$aVo. ì¶³Vr 3 hr CKS>Vo Am{U ì¶³Vr 6dr Vr ~§X 
H$aVo.									            6:

1 × 6
2 × 3
1, 2, 3, 6  ho Ad¶d 
AmhoV.

g§»¶m 1,2,3 Am{U 6 ¶m 6 Mo Ad¶d AmhoV. Oa Ad¶dm§Mr g§»¶m 
g_ Agob Va bm°H$a g_ g§»¶oÀ¶m ì¶³Vr_m\©$V Q>m°Jb Ho$bo OmVrb 
Am{U eodQ>r Vo ~§X hmoVrb.

bjmV ¿¶m H$s, g§»¶oÀ¶m àË òH$ Ad¶dmZm EH$ “^mJrXmar Ad¶d” 
AgVmo Ë`m_wio Ad¶dm§À¶m OmoS>rÀ¶m JwUmH$mamZo {Xbobr g§»¶m {_iVo. ¶oWo, 1 Am{U 6 ho 6 Mo ̂ mJrXmar 
Ad¶d AmhoV Am{U 2 d 3 ho Xþgar OmoS>r V¶ma H$aVmV.

 	àË`oH$ g§»¶obm g_ g§»¶oMo Ad¶d AgVmV H$m?

1:
1 × 1
EH$_od Ad¶d 1 hm 
Amho.

9:
1 × 9
3 × 3
1, 3, 9 ho Ad¶d 
AmhoV.

4:
1 × 4
2 × 2
1, 2, 4 ho Ad¶d 
AmhoV. 	

H$m§hr CXmhaUm_Ü¶o Ogo H$s 2×2, ¶oWo Amnë¶mbm {Xgob H$r OmoS>rVrb g§»¶m g_mZ AmhoV.

 	Vwåhr ¶m A§Vkm©ZmMm dmna {df_ g§»¶oÀ¶m Ad¶dmgh A{YH$ g§»¶m emoYÊ¶mgmR>r H$ê$ eH$mb 
H$m?

 CXmhaUmW©, 36 Mr Ad¶d OmoS>r 6×6 Amho, OoWo XmoÝhr g§»¶m 6 AmhoV. ¶m g§»¶obm {df_ 
g§»¶oMo Ad¶d AmhoV H$m? Oa 6 À¶m ì¶{Var³V 36 Mm doJim Ad¶d hm ^mJrXma doJim Agob 
Va AmnU ImÌrZo gm§Jy eH$Vmo H$r 36 bm {df_ g§»¶oZo Ad¶d AmhoV. ho gË` Amho H$m Vo Vnmgm.

åhUyZ Imbrb gd© g§»¶mZm {df_ g§»¶oMo Ad¶d AmhoV.

1 × 1, 2 × 2, 3 × 3, 4 × 4, ... 

EImÚm g§»¶oMm Ë`mM g§»¶oer JwUmH$ma åhUyZ ì¶³V Ho$bobm Agob Ë`mbm dJ© g§»¶m qH$dm \$³V 
dJ© Ago åhUVmV Ho$di g§»¶m Á¶mZm {df_ g§»¶oZo Ad¶d AgVmV Ë`m§Zm dJ© åhUVmV. H$maU Ë`m§Zm 
àË`oH$s EH$ Ad¶d AgVmo Omo Ë`mÀ¶merM JwUbm AgVm Ë`m g§»¶oBVH$m ~ZVmo. åhUyZ Á¶m bm°H$aMm 
H«$_m§H$ dJ© AgVmo Vmo Vmo àË`oH$ bm°H$a CKS>m amhrb.  
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 	CKS>çm Agboë¶m bm°H$aÀ¶m g§»¶m {bhm.

ImoB©gZm_ Vm~S>Vmo~nUo ¶m 10 bm°H$g©_YyZ eãXm§Mo g§Ho$V Jmoim H$aVmo Am{U Vo 
dmMVmo. “nmgH$moS> (CKS>Ê¶mMm g§Ho$V) _Ü¶o n{hë¶m nmM bm°H$a À¶m g§»¶m AmhoV Á¶mZm 
AJXr XmoZ doim ñne© Ho$bm hmoVm”. 

 	ho nmM bm°H$a H$moUVo AmhoV?
XmoZ doim Q>m°Jb Ho$bobo bm°H$a ho _wi g§»¶m AmhoV, H$maU àË`oH$ _wi g§»¶o_Ü¶o 1 

Am{U Vr g§»¶m ho Ad¶d AmhoV. Ë`m_wio H$moS> (g§Ho$V) 2-3-5-7-11 hm Amho.

1.1. dJ© g§»¶m [Square Numbers]
1,4, 9, 16......, ¶m g§»¶m§Zm dJ© g§»¶m Ago H$m åhUVmV ? Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s 

Mm¡agmVrb EH$H$ dJ© g§»¶m ¶m Ë`mÀ¶m ~mOy§Mm JwUmH$ma Amho. (Mm¡agmMo joÌ\$i) Imbrb H$moîQ>H$m_Ü¶o 
doJdoJù¶m ~mOy Agboë¶m Mm¡agm§Mr joÌ\$io {Xbobr AmhoV.

~mOy§Mr bm§~r 
(EH$H$m_Ü¶o)

joÌ\$i (Mm¡ag EH$H$m_Ü¶o)

1 1 × 1 = 1 Mm¡. EH$Ho$

2 2 × 2 = 4 Mm¡. EH$Ho$

3 3 × 3 = 9 Mm¡. EH$Ho$

4 4 × 4 = 16 Mm¡. EH$Ho$

5 5 × 5 = 25 Mm¡. EH$Ho$

10 10 × 10 = 100 Mm¡. EH$Ho$

AmnU dJm©gmR>r Imbrb {MÝho dmnaVmo.

1 × 1 = 12 = 1 
2 × 2 = 22 = 4 
3 × 3 = 32 = 9 
4 × 4 = 42 = 16 
5 × 5 = 52 = 25

           
gm_mÝ¶nUo H$moUË`mhr n ¶m g§»¶ogmR>r AmnU n× n = n2, Ago {b{hVmo. Vo "n' Mm dJ© Ago dmMVmV.
3
5  Am{U 2.5 EH$Ho$ ~mOy§Mr bm§~r AgUmao Mm¡ag Amnë¶mbm {_iVrb H$m?
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hmo¶, Mm¡ag EH$H$m_Ü`o Ë`m§Mr joÌ\$io ( 3
5 )2 = ( 3

5 ) × ( 3
5 ) = ( 9

25), 

......... Am{U (2.5)2 = (2.5) × (2.5) = 6.25.

Z¡g{J©H$ g§»¶m§À¶m dJm©bm nyU© dJ© Ago åhUVmV.  

CXmhaUmW©, 1, 4, 9, 16, 25............... gd© nyU© dJ© AmhoV.

nyU© dJm©Mo Z_wZo Am{U JwUY_©:

n{hë¶m 30 Z¡g{J©H$ g§»¶m§Mo dJ© emoYm Am{U Imbrb H$moîQ>H$ nyU© H$am.

 

12 = 1 112 = 121 212 = 441

22 = 4 122 = 222 = 

32 = 9 132 =

42 = 16 142 =

52 = 25 152 =

62 = 162 =

72 = 172 =

82 = 182 =

92 = 192 =

102 = 202 =
	   

गणिती बोल	 Vw_À¶m bjmV H$moUVo Z_wZo Ambo AmhoV? Vw_Mr {ZarjUo _m§S>m Am{U AZw_mZ 
H$mT>m. darb H$moï>H$mVrb g§»¶m§Mm Aä¶mg H$am ¶m g§»¶m§À¶m EH$H$ ñWmZr H$moUVo 
A§H$ AmhoV? Ë`m gd© g§»¶mMm eodQ> 0, 1, 4, 5, 6 qH$dm 9 A§H$mZr hmoVmo. Ë`mn¡H$s H$moUË`mhr 
g§»¶m§Mm eodQ> 2, 3, 7 qH$dm 8 A§H$mZr hmoV Zmhr. 				     

गणिती बोल
 	Oa EImÚm g§»¶oMm eodQ> 0, 1, 4, 5, 6 qH$dm 9 A§H$mZr hmoV Agob Va Ë`m Zoh_r 
dJ© AgVmV H$m? 16 Am{U 36 ¶m XmoÝhr dJ© g§»¶m AgyZ Ë`m§À¶m EH$H$ ñWmZr 6 
hm A§H$ Amho. VargwÜXm 26 ¶m g§»¶oÀ¶m EH$H$ ñWmZr 6 A§H$ AgyZ gwÜXm Vr dJ© g§»¶m Zmhr 
åhUyZ Ho$di g§»¶oÀ¶m EH$H$ ñWmZr Agboë¶m A§H$mH$S>o nmhÿZ Vr g§»¶m dJ© Amho H$s Zmhr ho 
R>ady eH$V Zmhr, na§Vw EH$H$ ñWmZmdarb A§H$ Amnë¶mbm gm§Jy eH$Vmo H$s Vr g§»¶m dJ© Amho 
H$s Zmhr. Oa g§»¶mMm eodQ> 2, 3, 7 qH$dm 8 ¶m A§H$mZr hmoV Agob Va AmnU {ZpíMVnUo 
gm§Jy eH$Vmo H$s Vr g§»¶m dJ© Zmhr.
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 	Aem 5 g§»¶m {bhm H$s Ë`m§À¶m EH$H$ ñWmZm§Mm A§H$ nmhÿZ Ë`m dJ© g§»¶m ZmhrV ho R>ady eH$mb. 
12, 92, 112, 192, 212 Am{U 292 ¶m gd© g§»¶m§À¶m EH$H$ ñWmZr 1 AmhoV. nwT>rb XmoZ dJ© 
{bhm. bjmV ¿¶m H$s Oa EImÚm g§»¶oÀ¶m EH$H$ ñWmZr 1 qH$dm 9 ho A§H$ AgVrb Va Ë`m 
g§»¶m§À¶m dJm©Mm eodQ> 1 Zo hmoVmo.

 	6 A§H$mZo eodQ> hmoUmè¶m g»¶m§À¶m dJm©Mm {dMma H$é¶m. 16 = 42, 36 = 62, 196 = 142,  
256 = 162, 576 = 242 Am{U 676 = 262

	 Imbrbn¡H$s H$moUË`m g§»¶m§À¶m EH$H$ ñWmZr 6 hm A§H$ Amho?
(i) 382	  ii) 342	      (iii) 462	 (iv) 562	        (v) 742	   (vi) 822

	Vwåhr ¶mnydu ̂ aboë¶m H$moîQ>H$mVrb g§»¶m Am{U Ë`m§Mo dJ© nmhÿZ Ago AmUIr H$m§hr Z_wZo emoYm.

Imbrb g§»¶m Am{U Ë`m§Mo dJ© {dMmamV ¿¶m

102  =  100
202  =  400
402  =  800

1002  =  10000
2002  =  40000

7002  =  490000
9002  =  810000 

¶oWo Amnë¶mH$S>o 
EH$ eyÝ¶ Amho.

Amnë¶mH$S>o XmoZ 
eyÝ¶ AmhoV.

na§Vw ¶oWo 
Amnë¶mH$S>o XmoZ 
eyÝ¶ AmhoV.

na§Vw Amnë¶mH$S>o 
Mma eyÝ¶ AmhoV.

	Oa EImÚm g§»¶oÀ¶m eodQ>r 3 eyÝ¶ AgVrb Va Ë`mÀ¶m dJm©À¶m eodQ>r {H$Vr eyÝ¶ AgVrb ?

 	g§»¶oÀ¶m eodQ>r Agboë¶m eyÝ¶m§Mr g§»¶m Am{U g§»¶oÀ¶m dJm©À¶m eodQ>r Agboë¶m eyÝ¶m§À¶m 
g§»¶o{df¶r Vw_À¶m bjmV H$m¶ ¶oVo? ho Zoh_rM Ago KS>ob H$m? Amåhr Ago åhUy eH$Vmo H$m 
H$s g§»¶oÀ¶m dJm©À¶m eodQ>r g_ g§»¶oZo eyÝ¶ AgVmV?

	AmnU g§»¶m Am{U Ë`m§Mm dJ© ¶m§À¶m g_mZVo{df¶r H$m§hr gm§Jy eH$Vmo H$m?

nyU© dJ© Am{U {df_ g§»¶m

XmoZ H«$_dma dJm©Vrb \$aH$mMm emoY KoD$¶m, Vw_À¶m bjmV H$m¶ ¶oVo? 

			  4-1=3 	  9-4=5    16-9=7 	  25-16=9

nwT>rb H$m§hr dJ© g§»¶mgmR>r hr _m§S>Ur hmoD$ eH$Vo H$m Vo nhm. 

¶mdê$Z Amnë¶mbm Ago {XgyZ ¶oVo H$s 1 nmgyZ gwédmV H$ê$Z H«$_dma {df_ g§»¶mMr ~oarO 
H$aV Joë¶mg Imbrbà_mUo dJ© g§»¶m {_iVmV. 
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1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 = 16

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 36

Vwåhmbm 6 dr À¶m dJm©Vrb hm Z_wZm AmR>dVmo H$m ?

Imbrb {MÌ ñnîQ> H$aVo H$s àË`oH$ CbQ> Ho$bobo L ho nwT>rb {df_ g§»¶m H$m XoVo?

1 + 3 1 + 3 + (3 + 2) 1 + 3 + 5 1 + 3 + 5 + (5 + 2) 1 + 3 + 5 + 7

AmnU nmhÿ eH$Vmo H$s n{hë¶m “n” {df_ Z¡g{J©H$ g§»¶mMr ~oarO n2 AgVo qH$dm àË`oH$ dJ© 
g§»¶m hr 1 nmgyZ gwé hmoUmè¶m H«$_dma {df_ g§»¶m§Mr ~oarO AgVo. 

H$m§hr doiobm J{UV_Ü¶o ¶w³VrdmX Am{U VH©$ ho eãXm{dZm gmXa Ho$bo OmD$ 
eH$VmV, Ñî¶o hrM ñdV… {gÜXVm XoD$ eH$VmV.

VgoM H«$_dma {df_ g§»¶mMr dOm~mH$s H$ê$Z g§»¶m nyU© dJ© Amho H$s Zmhr ho emoYy eH$Vmo. 
25 hr g§»¶m {dMmamV ¿¶m, H«$_dmanUo 1, 3, 5... `m dOm H$aV Mbm Omon¶ªV "0' (eyÝ¶) {_iV 
Zmhr qH$dm Amobm§S>V Zmhr.

25 – 1 = 24    24 – 3 = 21    21 – 5 = 16    16 – 7 = 9    9 – 9 = 0

¶mMm AW© 25 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 hm gwÜXm nyU© dJ© Amho. H$maU ¶oWo AmnU n{hë¶m 
nmM {df_ g§»¶m dOm Ho$ë¶m AmhoV. 25 = 52

	darb Z_wZm dmnéZ 362 emoYm. {Xbobo Amho H$s 352 = 1225. 

	 àíZmdê$Z Amnë¶mbm g_OyZ ¶oVo H$s 1225 hr n{hë¶m 35 {df_ g§»¶mMr ~oarO Amho. 362 
dJ© emoYÊ¶mgmR>r 1225 bm 36 dr {df_ g§»¶m {_idmdr bmJob.
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 	36 dr {df_ g§»¶m Amåhr H$er emoYy eH$Vmo?

	 n{hbr {df_ g§»¶m 1 Amho. Xþgar {df_ g§»¶m 3 Amho, {Vgar {df_ g§»¶m 5 Amho. ... 6 dr 
{df_ g§»¶m 11 Amho Am{U AgoM nwT>o Mmby amhrb.

 	n dr {df_ g§»¶m H$moUVr ?
n dr {df_ g§»¶m 2n-1 hr Amho.

åhUyZ 36 dr {df_ g§»¶m 71 hr Amho.

1225 _Ü¶o 71 {_i{dbo Va Amåhmbm 1296 {_iVrb. Vr åhUOo 362 Amho. EH$ g§»¶m Or 
nyU© dJ© Zmhr {VMm {dMma H$am Vr åhUOo 38 ¶m_YyZ 1 nmgyZ gwadmV H$ê$Z H«$_dma {df_ g§»¶m 
dOm H$ê$.

	 38 – 1 = 37		 37 – 3 = 34	 34 – 5 = 29	 29 – 7 = 22	 22 – 9 = 13

	 13 – 11 = 2 	 2 – 13 = – 11

¶mdê$Z Ago {XgyZ ¶oVo H$s 38 hr 1 Zo gwé hmoUmè¶m H«$_mda {df_ g§»¶m§Mr ~oarO åhUyZ ì¶³V 
H$aVm ¶oV Zmhr.

åhUyZ Amåhr Ago åhUy eH$Vmo H$s Oa Z¡g{J©H$ g§»¶m 1 nmgyZ gyê$ H$ê$Z H«$_dma {df_ Z¡g{J©H$ 
g§»¶m ~oaOoÀ¶m ñdê$nmV ì¶³V H$aVm ¶oV Zgob Va Vr nyU© dJ© g§»¶m ZgVo. Amåhr hm {ZH$mb 
dmnê$Z Z¡g{J©H$ g§»¶m nyU© dJ© AmhoV H$s ZmhrV ho nmhÿ eH$Vmo. 

	XmoZ gbJ qH$dm H«$_dma nyU© dJ© g§»¶m§À¶m_Ü¶o {H$Vr g§»¶m AmhoV ho AmnU emoYy eH$Vmo ¶mMm 
Z_wZm Vw_À¶m bjmV ¶oVmo H$m?

 	1 Vo 100 ¶m_Ü¶o {H$Vr nyU© dJ© g§»¶m AmhoV? VgoM 101 Vo 200 ¶m_Ü¶o {H$Vr dJ© g§»¶m 
AmhoV? ¶mnydu Vwåhr nyU© Ho$boë¶m dJ© g§»¶m§À¶m H$moîQ>H$mMm dmna H$ê$Z Imbrbà_mUo {Xboë¶m 
OmJo_Ü¶o ^ê$Z àË`oH$s OmJm_Ü¶o 100 _Yrb dJm©Mo H$moï>H$ aMm.

1 –100	 101 – 200	 201 – 300	 301 – 400	 401 – 500

501 – 600  601 – 700	 701 – 800	 801 – 900	 901 – 1000
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nyU© dJ© Am{U {ÌH$moUr g§»¶m

Vwåhmbm {ÌH$moUr g§»¶m AmR>dVmV H$m?

1 3 6 10 15

		Vwåhmbm {ÌH$moUr g§»¶m Am{U dJ© g§»¶m ¶m_Ü¶o H$moUVmVar g§~§Y {XgyZ ¶oVmo H$m ? Xe©{dbobm 
Z_wZm nwT>o dmT>dm Am{U nwT>rb nXo H$mT>m.

1 + 3 = 4 = 22 3 + 6 = 9 = 32
6 + 10 = 16 = 42

dJ©_yio [Square Roots]
Mm¡agmMo joÌ\$i 49 Mm¡.g|._r. Amho Va Ë`mÀ¶m ~mOyMr bm§~r {H$Vr? Amnë¶mbm _m{hV Amho 

H$s 7 × 7  =  49 qH$dm 72 = 49

Ë`m_wio 49 Mm¡ go§._r. joÌ\$i Agboë¶m Mm¡agmMr ~mOy 7 g|. _r. Amho. AmnU 7 ho 49 Mo 
dJ©_yi Amho Ago åhUVmo.

gm_mÝ¶nUo Oa y = x2 Agob Va x ho y Mo dJ©_yi Amho. 

		64 Mo dJ©_yi {H$Vr ?

Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s 8 × 8=64. Ë`m_wio 64 Mo dJ©_yi 8 Amho. Oa -8×-8 Agob Va 
H$m¶? Vo gwÜXm 64 AmhoV.

∴ 82 = 64 Am{U (-8)2 = 64

Ë`m_wio 64 Mo dJ©_yi ho +8 Am{U -8 Amho.

àË`oH$ nwU© dJm©bm XmoZ nyUmªH$ dJ©_yio AgVmV. EH$ YZ Am{U Xþgar F$U AgVo. EImÚm g§»¶oMo 
dJ©_yi ho  Zo Xe©{dVmV. 

åhUyZ 64 8= ±  Am{U 100 10= ±
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bjmV ¿¶m H$s, 8 82 = ±  Am{U 10 102 = ± . gm_mÝ¶nUo n n2 = ±  

¶m àH$aUmV AmnU \$³V YZ dJ©_yimMm {dMma H$aUma AmhmoV. 		    

गणिती बोल		576 Am{U 327 ¶mgma»¶m g§»¶m {Xboë¶m AgVrb Va Ë`m nyU© dJ© AmhoV H$s ZmhrV 
Vo H$go gm§Jy eH$Vmo? Oa Ë`m nyU© dJ© AgVrb Va Ë`m§Mo dJ©_yi H$go emoYbo OmD$ 
eH$Vo?

Amnë¶mbm _m{hV Amho nyU© dJ© g§»¶oMm eodQ> 1, 4, 9, 6, 5 qH$dm eyÝ¶m§Mr g§»¶m g_ AgVo. 
na§Vw ¶m AQ>rMr nwV©Vm H$aUmar g§»¶m hr nyU© dJ© Amho H$s Zmhr ho {ZpíMV Zmhr. 

AmnU ñnîQ>nUo gm§Jy eH$Vmo H$s 327 hr nyU© dJ© g§»¶m Zmhr. Var gwÜXm Amåhr 576 hr nyU© 
dJ© Amho H$s Zmhr ho ImÌrnyd©H$ gm§Jy eH$V Zmhr.

1.	 AmnU gd© dJ© g§»¶m§Mr H«$_dma ¶mXr H$ê$Z Ë`m_Ü¶o 576 ¶oVmV H$m Vo nmhÿ eH$Vmo. Amnë¶mbm 
_m{hV Amho H$s, 202=400, AmnU 21, 22, 23....... B. ¶m g§»¶mMo dJ© 576 {_ion¶ªV emoYy 
eH$Vmo qH$dm 576 nojm _moR>r g§»¶m {_ion¶ªV emoYy eH$Vmo.

202 = 400,  	 212 = 441	  222 = 484 	 232 = 529	 242 = 576

Var nU hr nÜXV _moR>çm g§»¶m§Mo dJ©_yi H$mT>Ê¶mgmR>r nwaoer Zmhr. 

2.	 bjmV ¿¶m H$s àË`oH$ dJ© 1 nmgyZ gwê$ hmoUmè¶m H«$_dma {df_ g§»¶m§À¶m ~oaOoÀ¶m ñdénmV 
ì¶³V H$aVm ¶oVmV.
81  ¶mMm {dMma H$am.

81 – 1 = 80	      80 – 3 = 77	         77 – 5 = 72             72 – 7 = 65	     65 – 9 = 56

56 – 11 = 45	 45 – 13 = 32	 32 – 15 = 17	 17 – 17 = 0	

	 81 _YyZ AmnU 1 nmgyZ gwé hmoUmè¶m H«$_dma {df_ g§»¶m dOm H$aV Jobo AgVm 9 ì¶m nm¶arV 
0 {_iVmo åhUyZ 81  = 9

	 hr nÜXV dmnê$Z AmnU 729 Mo dJ©_yi emoYy eH$Vmo H$m? hmo¶ na§Vw hr nÜXV doi H$mTy> Am{U 
H§$Q>midmUr Amho.

3.	 Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s, EH$m nwUmªH$mMm Ë`mÀ¶merM JwUmH$ma Ho$bm AgVm nyU© dJ© g§»¶m 
{_iVo. g§»¶oH$S>o nmhÿZ _yi Ad¶drH$aU ho nyU© dJ© Amho H$s Zmhr ho emoYÊ¶mg _XV hmoVo H$m?

	 hmo¶. Oa AmnU EImÚm g§»¶oÀ¶m _yi Ad¶dmZm XmoZ g_mZ JQ>m_Ü¶o {d^mJyZ Z§Va Ë`m XmoZ 
JQ>mVrb _yi Ad¶dm§Mm JwUmH$ma H$ê$Z dJ©_yimMo ñdê$n emoYy eH$Vmo.
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	324 hr nyU© dJ© g§»¶m Amho H$m ? 
324 = 2 × 2 × 3 × 3 × 3 × 3 
¶m§Mm Agm hr JQ> H$ê$ eH$Vmo. 324   =  (2 × 3 × 3) (2 × 3 × 3) 

							      = (2 × 3 × 3)2 = 182

AmnU ho _yi Ad¶d OmoS>r_Ü¶o gwÜXm {bhÿ eH$Vmo. Vo åhUOo

						     324 = (2 × 2) (3 × 3) (3 × 3)

ho 324 ho nyU© dJ© Amho ho Xe©{dVo. åhUyZ 
						     324 = (2 × 3 × 3)2 = 182			

						    åhUyZ 324  = 18

 	156 hm nyU© dJ© Amho H$m?
156 Mo _yi Ad¶drH$aU 2 × 2 × 3 × 13 ho Amho. 
¶m Ad¶dm§Mr AmnU OmoS>r H$ê$ eH$V Zmhr.
åhUyZ 156 hr nyU© dJ© g§»¶m Zmhr.		

 	_yi Ad¶drH$aUmZo 1156 Am{U 2800 ho nyU© dJ© AmhoV H$m Vo AmoiIm. 

	 Amnë¶mbm n[a{MV Agboë¶m Odirb nyU© dJm©H$S>o nmhÿZ Am{U Z§Va emoYÊ¶mgmR>rÀ¶m H$mbmdYr 
H$_r H$ê$Z AmnU _moR>çm g§»¶m§À¶m nyU© dJm©Mm A§XmO H$ê$ eH$Vmo. CXmhaUmW© 1936  Mo 
dJ©_yi emoYVmZm AmnU nwT>rbà_mUo {dMma H$é eH$Vmo.

	 (i)	 1936 hr g§»¶m 1600 (402) Am{U 2500 (502), 40 < 1936  < 50.

	 (ii)	 1936 Mm eodQ>Mm A§H$ 6 Amho åhUyZ dJ©_yimMm eodQ>Mm A§H$ 4 qH$dm 6 n¡H$s Amho. Vmo  
		 44 {H$§dm 46 Agy eH$Vmo.

	 (iii) Oa AmnU 452 Mr JUZm Ho$br Va Ë`mMr VwbZm 1936 er H$éZ Ë`m§Mm H$mbmdYr 40-50 
		 nmgyZ 40-45 qH$dm 45-50 ¶mn¡H$s Agy eH$Vmo. AmnU (45)2 ho

			  (40 + 5) (40 + 5) = 402 + 2 × 40 × 5 + 52 = 1600 + 400 + 25 = 2025 Ago {b{hVmo. 

(iv)	2025 > 1936 åhUyZ 40 < 1936  < 45

	(v) (ii) ¶m _wÚmdê$Z {ZarjUmZo AmnU A§XmO H$ê$ eH$Vmo Am{U nS>Vmiy eH$Vmo H$s  
				    1936  = 44 Amho.

Imbrb KQ>ZoMm {dMma H$am.

A[a~m_ Am{U {~Om¡ EH$ Ioi Ioiy eH$VmV. EH$Q>m g§»¶m gm§JVmo Am{U Xþgam Ë`mMo CÎma 
dJ©_yimV XoVmo. Aar~m_ gwédmV H$ê$Z 25 Ago åhUVmo {~Om¡ bJoM 5 Ago CÎma XoVmo. Z§Va {~Om¡ 
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åhUVmo 81 Am{U A[a~m_ 9 ho CÎma XoVmo. A[a~m_ 250 åhUon¶ªV hm Ioi gwé amhVmo. {~Om¡ ¶mMo 
CÎma XoD$ eH$V Zmhr H$maU Vr nyU© dJ© Zmhr. A[a~m_ {~Om¡bm nwÝhm 250 À¶m dJ©_yimÀ¶m Odirb 
g§»¶m H$_rVH$_r gm§Jm¶bm gm§JVmo ¶mgmR>r {~Om¡bm 250 Mo dJ©_yi H$mT>mdo bmJUma Amho.

Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s 100 < 250 < 400 Am{U 100  = 10 Am{U 400  = 20 åhUyZ 
10 < 250  < 20

na§Vw AOyZhr AmnU 250 À¶m dJ©_yimÀ¶m Odinmg Zmhr.

Amåhmbm _m{hV Amho H$s 152 = 225 Am{U 162 = 256

åhUyZ 15 < 250  < 16 Á¶mAWu 250 hr 225 nojm 256 ¶m g§»¶oOdirb Amho. A§XmOo 

250 ho 16 AmhoV. Amnë¶mbm ho hr _m{hV Amho H$s Vr 16 nojm H$_r Amho. ¶oWo dJ©_yimMm A§XmO 
H$aVmZm AmUIr EH$ g_ñ¶m Amho.

Am{IbH$S>o 125 Mm¡. g|. _r. ¶m joÌ\$imMm Mm¡agmH¥$Vr H$nS>çmMm VwH$S>m Amho. 15 g|_r ~mOy 
Agbobm Mm¡agmH¥$Vr é_mb ̀ m H$nS>çmnmgyZ V¶ma H$é eH$Vmo H$m? ho Ë`mbm nmhm¶Mo Amho. Oa Zgob 
Va Ë`mbm ~mOyMr bm§~r nyUmªH$ AgUmam OmñVrV OmñV AmH$mamMm é_mb ¶m H$nS>çmnmgyZ H$mnm¶Mm 
Amho. 125 hr nyU© dJ© Zmhr. Odirb nyU© dJ© g§»¶m 112 = 121 Am{U 122 = 144 Amho. åhUyZ ¶m 
H$nS>çmVyZ ~mOyMr bm§~r 11 g|. _r. nyUmªH$ Agbobm é_mb hmoD$ eH$Vmo.

 emoYm nmhÿ. [Find it Out]

1.	 Imbrbn¡H$s H$moUË`m nyU© dJ© g§»¶m ZmhrV ?

(i) 2032 		      (ii) 2048 	 (iii) 1027 	 (iv) 1089

2.	 642, 1082, 2922, 362 ¶mn¡H$s H$moUË`m g§»¶oMm eodQ>Mm A§H$ 4 Agob ?

3.	 1252 = 15625 ho {Xbobo Amho Va 1262 Mr qH$_V {H$Vr?
(i) 15625 + 126 		  (ii) 15625 + 262 	 (iii) 15625 + 253
(iv) 15625 + 251 		  (v) 15625 + 512

4.	 441 Mm¡. _r. joÌ\$i AgUmè¶m Mm¡agmÀ¶m ~mOyMr bm§~r emoYm.

5.	 4, 9 Am{U 10 ¶m g§»¶m§Zr àË`oH$s ^mJ OmUmar bhmZmV bhmZ dJ© g§»¶m H$mT>m. 

6.	 9408 bm H$moUË`m bhmZmV bhmZ g§»¶oZo JwUbo AgVm ¶oUmam JwUmH$ma hr nyU© dJ© g§»¶m hmoB©b? 
Ë`mMo dJ©_yi H$mT>m.

7.		 Imbrb g§»¶m§À¶m dJm©_Ü¶o ¶oUmè¶m g§»¶m {H$Vr?
(i)  16   Am{U  17 		  (ii)  99  Am{U  100
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8.	 Imbrb Z_wÝ¶m_Yrb Jmiboë¶m OmJm g§»¶m§Zr ^am.

12 + 22 + 22 = 32

22 + 32 + 62 = 72

    32 + 42 + 122 = 132

42 + 52 + 202 = (___)2

						      92 + 102 + (___)2 = (___)2

9.	 Imbrbà_mUo {Xboë¶m {MÌm_Ü¶o {H$Vr gwú_ (bhmZ) Mm¡ag AmhoV? bhmZ Mm¡agm§À¶m g§»¶oMo 
_yi Ad¶drH$aU {bhm.
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1.2. KZ g§»¶m [Cubic Numbers]   		       
^w{_Vr_Yrb KZ hm eãX Vwåhmbm _m{hV Amho. KZ hr 

EH$ ^ard AmH¥$Vr AgyZ {VÀ¶m gd© ~mOy EH$_oH$mbm H$mQ>H$moZmV  
{_iVmV Am{U g_mZ AgVmV 2 g|. _r. ~mOyMm KZ ~Z{dÊ¶mgmR>r 
EH$ g|. _r. ~mOyMo {H$Vr KZ ¿`mdo bmJVrb?

 	1 g|. _r. ~mOyÀ`m {H$Vr KZmnmgyZ 3 g|. _r. ~mOyMm KZ ~ZVmo ?
	 1, 8, 27, ...... ¶m g§»¶m§Mm {dMma H$am.
	 ¶m g§»¶m§Zm nyU© KZ Ago åhUVmV. Ë`m§Zm Ago H$m åhUVmV ho Vwåhr nm{hbmV H$m? `m g§»¶m 

Ë`mM g§»¶obm VrZ doim JwUmH$ma H$ê$Z {_i{dë¶m OmVmV. 

	 1 = 1 × 1 × 1

8 = 2 × 2 × 2

27 = 3 × 3 × 3

  9 hr g§»¶m KZ Amho H$m?				             

	 AmnU nmhÿ eH$Vmo H$s 2 × 2 × 2 = 8 Am{U 3 × 3 × 3 = 27 ho Xe©{dVo H$r 
9 hr nyU© KZ Zmhr. VgoM 10 Vo 26 _Ü¶o H$moUË`mhr KZ g§»¶m ZmhrV. 

 	KZmÀ¶m H$S>m§Mr bm§~r 4 EH$H$ Agob Va Ë`m_Ü¶o AgUmè¶m KZm§À¶m 
g§»`oMm Vwåhr A§XmO H$é eH$mb H$m? Ë`m_Ü¶o 64 EH$H$ KZ AmhoV ! Oa 
Vwåhr H$miOrnyd©H$ bj {Xbo Va ¶m KZmÀ¶m àË`oH$ Wam_Ü¶o 4×4 EH$H$ 
KZ AmhoV. àË`oH$ Mm¡ag Wam_Ü¶o (4×4) = 16 EH$H$ KZ AmhoV. Am{U VoWo AgoM Mma Wa 
AmhoV. åhUyZ EHy$U EH$H$ KZm§Mr g§»¶m 4 × 4 × 4 = 64,  53 = 5 × 5 × 5 = 125, åhUyZ 125 hm 
KZ Amho. 

	 gm_mÝ¶nUo H$moUË`mhr "n' g§»¶ogmR>r Amåhr {VMm KZ n × n × n hm n3  Ago {b{hVmo.



1414

 		Imbrb H$moîQ>H$ nyU© H$am.

13 = 1 113 = 1331

23 = 8 123 =

33 = 27 133 = 2197

43 = 64 143 = 2744

53 = 125 153 =

63 = 163 =

73 = 173 = 4913

83 = 183 = 5832

93 = 193 = 6859

103 = 203 =

 	darb H$moîQ>H$mdê$Z Vw_À¶m bjmV H$moUVm Z_wZm Ambm Amho? 		    
गणिती बोल

 Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s dJ© g§»¶oMm eodQ>Mm e³¶ Agbobm A§H$ 0,1,4,5,6,9 
hm Amho. Va KZm_Ü¶o e³¶ Agbobm eodQ>Mm A§H$ H$moUVm?

 	dJm©à_mUoM Vwåhr 1 A§H$s, 2 A§H$s Am{U 3 A§H$s g§»¶mMo KZ emoYy eH$mb H$m? 

 	KZmMm eodQ> AJXr XmoZ eyÝ¶ (00) Zr hmoB©b H$m? ñnîQ> H$am.

Ogo AmnU AnwUmªH$mMo Am{U Xem§emMo dJ© KoD$ eH$Vmo - ( 4
6 )2,  (13.08)2 Am{U (– 6)2 

AmnU Aem g§»¶m§À¶m KZm§Mr gwÜXm JUZm H$é eHo$Z  - ( 4
6 )3,  (13.08)3 Am{U (– 6)3 

	     	      ( 4
6 )3 = ( 4

6 ) × ( 4
6 ) × ( 4

6 ) = ( 64
216 )

(13.08)3 = 13.08 × 13.08 × 13.08 = 2237.810112

(– 6)3 = – 6 × – 6 × – 6 = – 216.

Q>°³grH°$~ g§»¶m (Taxicab Numbers)

EH$Xm lr{Zdmg am_mZwOZ ho Or. EM. hmS>u ¶m§À¶m gmo~V 
H|${~«O {dÚmnrR>mV H$m_ H$aV AgVmZm, hmS>u ho AmOmar  
am_mZwOZZm ̂ oQ>Ê¶mgmR>r hm°pñnQ>b _Ü¶o Ambo hmoVo. hmS>u ho 1729 
¶m g§»¶oÀ¶m Q>°³grH°$~ _YyZ àdmg H$ê$Z Ambo hmoVo Am{U Ë`m§Zr 
1729 hr "EH$ H§$Q>midmUr g§»¶m' Amho Ago åhQ>bo hmoVo Am{U 
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nwT>o åhUmbo H$s _bm Amem Amho H$s hr H$m§hr dmB©Q> bjUo ZmhrV. Ë`mdoir am_mZwOZZr bJoM CÎma 
{Xbo H$s, "" Zmhr, hmS>u hr EH$ _Zmoa§OH$ g§»¶m Amho. Vo åhUmbo H$s hr gdm©V bhmZ g§»¶m Aer 
Amho Or XmoZ KZm§Mr ~oarO åhUyZ XmoZ doJdoJù¶m àH$mao ì¶³V Ho$br OmD$ eH$Vo.''

1729 = 13 + 123

      = 93 + 103

VoìhmnmgyZ Ë`m H$Wo_wio 1729 bm hmS>u-am_mZwOZ g§»¶m åhUyZ AmoiIbo OmVo Am{U Á¶m g§»¶m 
XmoZ KZm§À¶m ~oaOo_Ü¶o XmoZ doJdoJù¶m àH$mao ì¶³V H$aVm ¶oVmV Ë`m§Zm Q>°³grH°$~ g§»¶m Ago åhUVmV.

प्रयत्न करा
	 1729 Z§VaÀ¶m nwT>rb XmoZ Q>°³grH°$~ g§»¶m 4104 Am{U 13832 AmhoV. ¶m àË`oH$ 
g§»¶m XmoZ KZm§À¶m ~oarO åhUyZ H$moUË`m XmoZ doJdoJù¶m àH$mao ì¶³V H$aVm 
¶oVrb Vo emoYm?

	 ho am_mZwOZbm H$go g_Obo? ~a, Ë`m§Zm g§»¶m§Mr \$ma AmdS> hmoVr. Am¶wî¶^a Ë`m§Zr g§»¶m§er 
N>oS>N>mS> Ho$br. H|${~«O_Ü¶o am_mZwOZÀ¶m H$mimV BVa A{Z¶§{ÌV dmQ>Umè¶m g§»¶m_Ü¶o ImobdaMo 
Z_wZo nmhÊ¶mMr Ë`m§Mr j_Vm ~KyZ Ë`m§Mo ghH$mar AZoH$doim AmíM¶©M{H$V ìhm¶Mo. Ë`m§Mo 
ghH$mar Om°Z {bQbdwS> EH$Xm åhUmbo hmoVo H$s, "" àË`oH$ KZ nyUmªH$ hm Ë`m§Mm (am_mZwOZ) 
d¡¶{³VH$ {_Ìmn¡H$s EH$ hmoVm''.  

nyU© KZ Am{U H«$_dma {df_ g§»¶m

KZ g§»¶m_Ü¶o gwÜXm H«$_dma {df_ g§»¶m ^w{_H$m ~Om{dVmV. Imbrb Z_wÝ¶mH$S>o nhm.

1 = 1 = 13

3 + 5 = 8 = 23

7 + 9 + 11 = 27 = 33

13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 43

21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 125 = 53

31 + 33 + 35 + 37 + 39 + 41 = 216 = 63.

	 Z§Va Amnë¶mbm ¶m _m{bHo$Vrb Imbrb H«$_dma g§»¶mMm gQ> {_iVmo. 

	 91 + 93 + 95 + 97 + 99 + 101 + 103 + 105 + 107 + 109.

 	¶m§Mr JUZm Z H$aVm ~oarO {H$Vr hmoB©b ho gm§Jy eH$mb H$m?
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KZ_yi [Cube Roots]
Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s 8 = 23

	 AmnU 8 Mo KZ_yi 2 Amho Ago åhUVmo Am{U Vo 83  = 2 Ago Xe©{dVmV. A{YH$ gm_mÝ¶nUo 

Oa  y=x3  Agob Va x ho y Mo KZ_yi Amho. ho AmnU x = y3  VgoM  83  = 2  233  = 2 

	 Ë`mMà_mUo 3 327 33= =3 Am{U 3 31000 103= =3 gm_mÝ¶nUo n33 = n EImXr g§»¶m hr  
KZ Amho H$s Zmhr ho AmnU H$go emoYy eH$Vmo? ¶mdê$Z àoaUm KodyZ Ogo dJm©_Ü¶o nm{hbo, 
Ë`mà_mUo AmnU ¶oWo _yi Ad¶drH$aU dmné eH$Vmo H$m Vo nmhÿ. 

	 3375 hr nyU© KZ Amho H$m Vo Vnmgy 

3375  =  3 × 3 × 3 × 5 × 5 × 5

¶oWo Ad¶dmZm VrZ gma»`mM JQ>mV {d^mJbo OmD$ eH$Vo H$m ? 3375 gmR>r AmnU (3 × 5) 
Mo VrZ JQ> H$é eH$Vmo. Ë`m_wio 

						          3375  =  (3 × 5) × (3 × 5) × (3 × 5)
=  (3 × 5)3 = 153

	 VnmgÊ¶mMr AmUIr nÜXV åhUOo Ad¶dm§Mo {ÌHo$ _Ü¶o JQ> H$aUo, 
3375 = (3 × 3 × 3) × (5 × 5 × 5) = 33 × 53

¶mMm AW© 3375 153 = .

	 500 hr nyU© KZ Amho H$m ?
	 500 = 2 × 2 × 5 × 5 × 5 Amåhr ¶oWo nmhVmo H$s Ad¶dmZm VrZ g_mZ JQ>m_Ü¶o {d^mJbo OmD$ 

eH$V Zmhr. Ë`m_wio 500 hr nyU© KZ Zmhr.

g§»¶oMo _wi Ad¶d À¶m KZm§Mo _yi Ad¶drH$aU

4 = 2 × 2 43 = 64 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 23 × 23

6 = 2 × 3 63 = 216 = 2 × 2 × 2 × 3 × 3 × 3 = 23 × 33

15 = 3 × 5 153 = 3375 = 3 × 3 × 3 × 5 × 5 × 5 = 33 × 53

12 = 2 × 2 × 3
123 = 1728 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 3 × 3 × 3  

= 23 × 23 × 33

{ZarjU H$am H$s KZm§À¶m _yi Ad¶drH$aUm_Ü¶o _wi g§»¶mMo Ad¶d VrZ doim ¶oVmV.
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	Imbrb g§»¶m§Mo KZ_yi emoYm.

(i) 643  = 	 (ii) 5123  =	 (iii) 7293  =

gbJ \$aH$ [Successive Differences]
Amnë¶mbm _m{hV Amho H$s gbJ (H«$_dma) nyU© dJm©_Yrb \$aH$ {df_ g§»¶mMm H«$_ XoVmo. 

Imbrb AmH¥$Vr nhm. OoWo nyU© dJm©gmR>r H«$_dmanUo \$aH$m§Mr JUZm Ho$br Amho XmoZ ñVamZ§Va \$aH$ 
gmaImM Amho.

1	 4	 9	 16	 25	 36 ...

2	 2	 2	 2	  ...

3	 5	 7	 9	 11	  ...ñVa 1

ñVa 2

nyU© dJ©

	EH$m ñVamda gd© \$aH$ g_mZ hmoB©n¶ªV nyU© KZmgmR>r ñVamda gbJnUo \$aH$m§Mr JUZm H$am. 
Vw_À¶m bjmV H$m¶ ¶oVo?

nyU© KZ
1	 8	 27	 64	 125	 216 ...

1.3 WmoS>mgm B{Vhmg (A Pinch of History) 

nyU© dJ© Am{U nyU© KZmMr n{hbr kmV ¶mXr ~o{~bmo{Z¶Z 
bmoH$m§Zr 1700 B.ny. _Ü¶o g§H$brV Ho$bobr hmoVr. _mVrÀ¶m nmQ>`mda 
AmT>iUmè¶m ¶m ¶mXrMm Cn¶moJ ObXnUo dJ©_yi Am{U KZ_yi emoYyZ 
O{_ZrMo _moO_mn ñWmnË` aMZm Am{U ^m¡{_{VH$ JUZm Amdí¶H$ 
Agboë¶m BVa joÌm§er g§~§{YV _yi g_ñ¶m§Mo {ZdmaU H$aÊ¶mgmR>r 
Ho$bm OmV hmoVm. 

àmMrZ g§ñH¥$V J«§Wm_Ü¶o ‘dJ©’ hm eãX Mm¡agmÀ¶m AmH¥$VrgmR>r qH$dm Ë`mMo joÌ\$i VgoM dJ© 
hm KmVm§H$mgmR>r dmnabm OmV hmoVm Am{U ‘ghana’ (KZ) hm eãX ^ard KZ VgoM EH$mM g_mZ 
g§»¶oMm Ë`mM g§»¶oer VrZ doim JwUmH$ma ¶mgmR>r dmnabm OmV hmoVm. Mm¡Wm KmVm§H$ Ë`mbm dJ©-dJ© 
Ago åhUVmV. ho eãX ^maVm_Ü¶o {H$_mZ {Vgè¶m eVH$mnmgyZ dmnabo OmV hmoVo.
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Am¶©^Å> (B.g. 499) {gÕm§V

""Mma g_mZ ~mOy Am{U {VMo joÌ\$i Xe©{dUmar g§»¶m Agboë¶m Mm¡ag AmH¥$Vrbm dJ© (verga) 
Ago åhUVmV. XmoZ g_mZ ametÀ¶m JwUmH$mambm XoIrb dJ© Ago åhUVmV.''

Aem[aVrZo dJ© KmVm§H$mgmR>r dJ© hm eãX Mm¡agmÀ¶m AmH¥$Ë`m§Mo AmboImMo gmXarH$aU ¶m_YyZ 
CJ_ nmdbm Amho.

J{UVr¶ {H«$¶m √ (dJ©_yi, KZ_yi B.) gmR>r "_yi' (dZñnVtMo _yi) hm eãX H$m dmnabm ?

 ¶mMo H$maU Amho àmMrZ ^maVm_Ü¶o "_yi' (Mula) hm g§ñH¥$V eãX AgyZ Ë`mMm AW© dZñnVrMo 
_yi, nm¶m, H$maU, CJ_ B. AgyZ Vmo _yimÀ¶m J{UVr¶ {H«$¶mgmR>r dmnabm OmV Ago.

g§ñH¥$V_Ü¶o dJ©_yi (Verga Mula) (nm¶m, H$maU, Mm¡agmMm CJ_) hm dJ©_wimgmR>r Am{U "KZ 
_yi' (ghana-Mula) KZ_yimgmR>r dmnabm Amho. _yim§À¶m J{UVr¶ g§H$ënZogmR>r _yimMm (Mula) 
dmna Z§Va Aa~r Am{U b°{Q>Z_Ü¶o dZñnVr§À¶m _yimgmR>r AZwH«$_o {OY« (Jidhr) Am{U _ybm§H$ 
(radix) ¶m eãXmìXmao Ho$bm Jobm _yim§gmR>r "_yi' (Mula) hm eãX {H$_mZ n{hë¶m eVH$mnmgyZ 
^maVm_Ü¶o dmnabm OmV hmoVm. AmUIr EH$ eãX nX (Pada) (nm¶, nm¶m, H$maU, CJ_) ~«åhJwßVmZr  
(B.g 628) _Ü`o ñnîQ> Ho$bm Amho. "H¥$Vr' (Mm¡ag) Mo nX (pada) _yi åhUOo Vmo Mm¡ag AgVmo.

  emoYm nmhÿ. [Figure it Out]

1. 	 27000 Am{U 10648 Mo KZ_yi H$mT>m.

2. 	 1323 bm H$moUË`m g§»¶oZo JwUbo AgVm Vr KZ g§»¶m hmoB©b ?

3. 	 ~amo~a H$s MyH$ Vo {bhm Vw_À¶m CÎmamMo H$maU {bhm.

(i)	 H$moUË`mhr {df_ g§»¶oMm KZ g_ g§»¶m AgVo.

(ii)	8 Zo eodQ> hmoUmar g§»¶m nyU© KZ ZgVo.

(iii)	 2-A§H$s g§»¶oMm KZ hm 3-A§H$s g§»¶m gwÜXm Agy eH$Vmo.

(iv) 2-A§H$s g§»¶oÀ¶m KZm_Ü¶o 7 qH$dm A{YH$ A§H$ Agy eH$VmV.                           

(v)	KZ g§»¶o_Ü¶o Ad¶d {df_ g§»¶oZo AgVmV.

4.	 Vwåhmbm 1331 hr nyU© KZ g§»¶m Amho Ago gm§{JVbo Amho. Va Ad¶d Z H$mT>Vm Ë`m g§»¶oMo 
KZ_yi H$moUVo Voo A§XmO H$ê$ eH$Vm H$m? Ë`mMàH$mao 4913, 12167 Am{U 32768 À¶m KZ_yim§Mm 
A§XmO H$am.

5.	 Imbrbn¡H$s H$moUVo _moR>o Amho? Vw_À¶m CÎmamMo H$maU {bhm. 
(i) 673 – 663 	    (ii) 433 – 423 		   (iii) 672 – 662 		  (iv) 432 – 422
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	EImÚm g§»¶obm Ë`mM g§»¶oer JwUmH$ma H$ê$Z {_iUmè¶m g§»¶obm dJ© g§»¶m Ago 
åhUVmV Z¡g{J©H$ g§»¶m§À¶m dJm©bm nyU© dJ© åhUVmV.

	 nyU© dJ© g§»¶m§Mm eodQ> 0, 1, 4, 5, 6 qH$dm 9 ¶m A§H$mZr hmoVmo. dJ© g§»¶m§À¶m 
eodQ>r g_ g§»¶oZr eyÝ¶m§Mr g§»¶m AgVo.

	 dJ©_yi åhUOo dJm©Mr ì¶ñV {H«$¶m Amho. àË`oH$ nyU© dJm©bm XmoZ nyUmªH$ dJ©_yio 
AgVmV. g§»¶oMo YZ dJ©_yi "√' ¶m {MÝhmZo Xe©{dVmV CXmhaUmW© √9 = 3

	 EImÚm g§»¶oMm VrZdoim JwUmH$ma H$ê$Z {_i{dboë¶m g§»¶obm KZ Ago åhUVmV… 
CXmhaUmW©, 1, 8, 27, ............. ¶m KZ g§»¶m AmhoV.

	 Oa EImÚm g§»¶oMo _yi Ad¶d XmoZ g_mZ JQ>m_Ü¶o {d^mJbo AgVrb Va Vr g§»¶m 
nyU© dJ© AgVo.

	 Oa EImÚm g§»¶oMo _yi Ad¶d VrZ g_mZ JQ>m_Ü¶o {d^mJbobo AgVrb Va Vo nyU© 
KZ AgVmV

 	 3  ho {MÝh KZ_yi Xe©{dVo. CXmhaUmW© 273  = 3

gmam§e [Summery]



3, 6, 10, 15, 1 ¶m g§»¶m§À¶mH$S>o nhm. Ë`m§Mr _m§S>Ur Aer Ho$br Amho H$s g§b½ Z g§»¶m§À¶m 
àË`oH$ OmoS>rMr ~oarO EH$ dJ© g§»¶m hmoVo. 

3 + 6 = 9,    6 + 10 = 16,    10 + 15 = 25,    15 + 1 = 16.

1 Vo 17 n¶ªVÀ¶m g§»¶m (nwÝhm Z KoVm) EH$mM nÜXVrZo EH$ gma»¶m Amoir_Ü¶o _m§SyU, àË`oH$  
g§b½  Z g§»¶m§À¶m OmoS>rMr ~oarO dJ© g§»¶m AgVo. 

Vwåhr Ë`m§Mr _m§S>Ur EH$m nojm OmñV nÜXVrZr H$é eH$Vm H$m? Oa Zmhr Va Ë`mMo dU©Z 
H$amb H$m?

Vwåhr 1 Vo 32 n¶ªVÀ¶m g§»¶mgmR>r AgoM H$ê$ eH$mb H$m? (nwÝhm, nwZamd{V©V Z hmoVm) na§Vw 
¶m g§»¶m§Mr _m§S>Ur dVw©©im_Ü¶o H$ê$Z.

dJ© OmoS>r

hm H$moS>çm§Mm H$mbmdYr!
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घातांकांचा खेळ 
2

2.1 घातांकाच्या खेळाचा अनुभव घेणे [Experiencing the Power Play]

एक अशक्य धाडस (An Impossible Venture!)

तमु्हाला शक्य असेल तितके मोठे कागदाच ेएक पान घ्या. त्याची एकदा घडी करा. त्यानंतर त्याची पनु्हा-पनु्हा 
घडी घाला.

 	तमु्ही एकमकेावर त्याची किती वेळा घडी घाल ूशकता ? 

	 ईस्तू म्हणतो. “मी ऐकलय की एका कागदाची घडी 7 पेक्षा जास्त वेळा घालता येत नाही.”

रॉक्सी उत्तर दतेे की, “जर आपण वर्तमान पत्र किवा टिश ूपेपरचा वापर केला तर काय होईल?”

वेगवेगळ्या प्रकारच ेकागद घ्या आणि प्रयत्न करुन काय घडते ते पहा.

जर तमु्ही कागदाची घडी 46 वेळा 
केली तर ती इतकी जाड होईल की 

ती चदं्रावर पोहचले.

काय ! ते वेडे आहते ! फक्त 
46 वेळा ! 46 नंतर तमु्ही 

अनेक शनू्याकडे दरु्लक्ष केले 
असेल.

बर, तर ते तमु्ही स्वतः 
का शोधनू काढत नाही.

 	समजा की कागदाच्या पानाला तमु्ही तमुच्या मर्जीप्रमाण े कितीही वेळा घडी घाल ू शकता - 30 वेळा   
दमुडल्यानंतर त्या कागदाची जाडी किती होईल? याचा अदंाज करा.

46 वेळा घडी घातल्यानंतर कागदाच्या पानाची जाडी किती होईल ह ेशोधयूा समजा की कागदाची जाडी 
0.001 सें. मी. आह.े

(Power Play)
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 	 खालील कोष्ट‌कामध्ये प्रत्येक घडीनंतर होणारी कागदाची जाडी दिली आह.े निरीक्षण करा की प्रत्येक घडीनंतर 
कागदाची जाडी दपु्पट होत जाईल.

घडी जाडी घडी जाडी घडी जाडी
1 0.002 सें.मी. 7 0.128 सें.मी. 13 8.192 सें.मी.

2 0.004 सें.मी. 8 0.256 सें.मी. 14 16.384 सें.मी.

3 0.008 सें.मी. 9 0.512 सें.मी. 15 32.768 सें.मी.

4 0.016 सें.मी. 10 1.024 सें.मी. 16 65.536 सें.मी.

5 0.032 सें.मी. 11 2.048 सें.मी. 17 ≈ 131 सें.मी.
6 0.064 सें.मी. 12 4.096 सें.मी.

(आपण अदंाजे जवळपासची समान लांबी दर्शविण्यासाठी “≈” ह ेचिन्ह वापरतो) 10 व्या घडीनंतर जाडी ही 
फक्त 1 सें. मी (1.024) पेक्षा थोडी जास्त होते. 

17 व्या घडीनंतर जाडी समुारे 131 सें.मी. (4 फुटापेक्षा जास्त होते)

	 आता 30 व्या आणि 45 व्या घडीनंतर जाडी किती होईल? अदंाज करा. 	                 
गणिती बोल

	 खालील तक्ता भरा. 

घडी जाडी घडी जाडी घडी जाडी
18 ≈ 262 सें.मी. 21 - 24 -

19 ≈ 524 सें.मी. 22 - 25 -

20 ≈ 10.4 मी. 23 - 26 -

26 व्या घडीनंतर अदंाजे जाडी 670 मीटर होते.  बरु्ज खलिफा दबुईमधील सर्वात उंच इमारत 830 मीटर उंच  
        आह.े

घडी जाडी घडी जाडी
27 ≈ 1.3 कि.मी. 29

28 30

		  30 व्या घडीनंतर पेपरची जाडी समुारे 10.7 कि. मी. होईल. याच  
		  प्रकारच्या उंचीवर विमानाच ेउ�ाण होते. महासागरामध्ये सापडलेला  
		  सर्वात खोल बिद ू म्हणजे मारीयाना ट्रेंच ज्याची खोली 11 कि. मी.  
		  आह.े
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घडी जाडी घडी जाडी घडी जाडी
31 - 36 - 41 -
32 - 37 - 42 -
33 - 38 - 43 -
34 - 39 - 44 -
35 - 40 - 45 -

फक्त 46 घ�ानंतर जाडी 7,00,000 कि. मी. पेक्षा जास्त होते ह ेसत्य पचविण ेअत्यंत कठीण आह.े हा 
गुणाकार वाढीचा घातांक आह ेयाला घातांकीय वाढ असेही म्हणतात. या वाढीच ेविश्लेषण करु.

आपण पाहिलत की प्रत्येक घडीनंतर जाडी दपु्पट होत जाते.

चौथी घडी 0.016 सें.मी.

पाचवी घडी 0.032 सें.मी.

9 वी घडी 0.512 सें.मी.

10 वी घडी 1.024 सें.मी.
 

चौथी घडी 0.016 सें.मी.

सहावी घडी 0.064 सें.मी.

दोन घ�ानंतर होणाऱ्या जाडीकडे लक्ष द्या. ती किती  प्रमाणात वाढली आह?े

कोणत्याही तीन घ�ानंतर जाडीमध्ये 8 पटीने वाढ झाली आह.े  
(= 2 × 2 × 2 ) ह ेसत्य आह ेका ते तपासा. याचप्रमाण ेकोणत्याही एका 
बिदमूध्ये 10 व्या घडीनंतर जाडी 1024 पटीने वाढते. ( = 2 ही त्याच्याशीच 
10 वेळा गणुली आह)े  ह ेखालील कोष्टकामध्ये दाखविलेले आह.े

घडी जाडी पटीमध य्े झालेली वाढ
0 ते 10 1.024 सें.मी. – 0.001 सें.मी. 

= 1.023 सें.मी.
1.024 ÷ 0.001  

= 1024

10 ते 20 10.485 मी. – 1.024 सें.मी. 
  ≈ 10.474 मी.

10.485 मी. ÷ 1.024 सें.मी. 
= 1024

20 ते 30 10.737 कि.मी. – 10.485 मी.
≈ 10.726 कि.मी.

10.737 कि.मी. ÷ 10.485 मी.
= 1024

30 ते 40 10995 कि.मी. – 10.737 कि.मी.
 ≈ 10984.2 कि.मी.

10995 कि.मी. ÷ 10.737 कि.मी. 
= 1024
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2.2  घातांक चिन्ह आणि क्रिया  [Exponential Notation and Operations]

कागदाच्या पानाची सरुूवातीची जाडी 0.001 सें.मी. होती.

एकदा घडी घातल्यानंतर त्याची जाडी 0.001 सें.मी. × 2 = 0.002 सें.मी. झाली.

तिची घडी दोनवेळा घातल्यानंतरची जाडी.

0.001 सें.मी. × 2 × 2 = 0.004 सें.मी.  किवा 0.001 सें.मी. × 22 = 0.004 सें.मी. (थोडक्यात)

तिची घडी तीनवेळा घातल्यानंतरची जाडी,

0.001 सें.मी. × 2 × 2 × 2 किवा 0.001 सें. मी. × 23 = 0.008 सें.मी.

तिची घडी 4 वेळा घातल्यानंतरची जाडी

0.001 सें.मी.  × 2 × 2 × 2 × 2 किवा 0.001 सें.मी. ×  24  = 0.016 सें.मी.  

याचप्रमाण,े जेंव्हा कागदाच्या 7 घ�ा घातल्यातर त्याच्या जाडीची राशी 0.001 सें.मी. × 2 × 2 × 2 × 2 ×  
        2 × 2 × 2 किवा 0.001 सें.मी. × 27 = 0.128 सें.मी. होते.

आपण पाहिलेले आह ेकी वर्ग ही n2 आणि घन संख्या ही n3 ने व्यक्त केली जाते. 

n × n = n² (n चा वर्ग असे वाचतात किवा ‘n’ चा घातांक 2 असेही वाचतात)

n × n × n = n3  (‘n’ चा घन किवा ‘n’ चा घातांक 3 असे वाचतात)

n × n × n × n = n4   (n चा घातांक 4 किवा ‘n’ चा चौथा घात असे वाचतात)

n × n × n × n × n × n × n = n7  (n चा घातांक 7 किवा ‘n’ चा सातवा घात असे वाचतात) आणि 	
पढेु चाल ूराहते. सामान्यपण ेआपण na असे लिहितो n चा त्याच्याशीच ‘a’ वेळा गणुाकार असे दर्शवितात. 

54 = 5  × 5 × 5 × 5 = 625

54  ह े5 चा घातांक 4 किवा 
5 चा घात 4 असे वाचतात 
किवा 5 चा चौथा घात.

54 ह े625 च ेघातांक रूप आह.े येथे 4 हा घातांक (घात) आह ेआणि  
5 हा आधारांक आह.े 5n च्या स्वरुपातील घातांकाना 5 चा घातांक n म्हणतात.  
51, 52, 53, 54,  इ. 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 210 = 1024 
यापरू्वीच े1024 तमु्हाला आठवते का? तेथे याचा अर्थ प्रत्येकी 10 घ�ानंतर 
जाडी 1024 ने वाढते असा होता.

 	कागदाच्या पानाची 10 वेळा घडी घातल्यानंतर त्याची जाडी कोणती राशी दर्शविते ? सरुुवातीची जाडी अक्षर 
संख्या v  ने दर्शविली जाते.

 (i)	 10v	 (ii) 10 + v	 (iii) 2 × 10 × v
(iv)	 210	 (v) 210v	 (vi) 102v
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घातांकीय चिन्हातील आणखी कांही उदाहरण,े

4 × 4 × 4 = 43 = 64.

(– 4) × (– 4) × (– 4) = (– 4)3  =  – 64

त्याचप्रमाण,े a × a × a × b × b  ह ेa3 b2 असे व्यक्त करतात ( a चा घन, b चा वर्ग असे वाचतात) a × a × b × 
b × b × b ह े a2 b4  असे व्यक्त करतात ( a चा वर्ग, b चा घातांक चार असे वाचतात)  आठवण करा की  
4 + 4 + 4 = 3 × 4 = 12, तर 4 × 4 × 4 = 43 = 64

 32400 ही संख्या मळू अवयवांच्या गणुाकाराच्या स्वरूपात लिहा आणि त्याच े 
मळू अवयव घातांक रूपात दर्शवा.

	 32400 = 2 × 2 × 2 × 2 × 5 × 5 × 3 × 3 × 3 × 3.

	 घातांक रुपामध्ये ह े32400 = 24 × 52 × 34 होते. 

 	(– 1)5  ची किमत किती ? ती धन आह ेकी ॠण आह े? (– 1)56   ची किमत 
किती ? 

 	(– 2)4 = 16 आह ेका ? पडताळून पहा.    02, 05  ची किमत किती?
0n  ची किमत किती? 

 	शोधा पाहू.  [Find it out] 

1.	 खालील संख्या घातांक रुपामध्ये व्यक्त करा. 

(i)	 6 × 6 × 6 × 6	 (ii)	 y × y	

	 (iii)	 b × b × b × b	 (iv)	 5 × 5 × 7 × 7 × 7

	 (v)	 2 × 2 × a × a	 (vi)	 a × a × a × c × c × c × c × d

2. 	 खालीलपैकी प्रत्येक संख्या मळू अवयवांच्या घातांकाच्या स्वरुपात व्यक्त करा.
	 (i) 648      (ii) 405      (iii) 540      (iv) 3600

3.	 खालील प्रत्येकाची संख्यात्म‌क किमत लिहा.

(i) 2 × 103			  (ii) 72 × 23	

(iii)  3 × 44		  (iv) (– 3)2 × (– 5)2	

(v) 32 × 104	 	 (vi)  (– 2)5 × (– 10)6

324002
162002

81002
40502

20255
4055

813
273

93
33
1
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चकाकणारे दगड [The Stones that Shine]  

 	 उत्सुक डोळ्यांच्या तीन मलुी, प्रत्येकीकडे तीन टोपल्या आहते - एक 
राजेशाही बक्षीस. प्रत्येक टोपलीत 3 चांदीच्या चाव्या (किल्ल्या) होत्या. 
प्रत्येकी सहजपण ेउघडणाऱ्या तीन खोल्या आहते. प्रत्येक खोलीमध्ये 
एक, दोन, तीन असे टेबल आहते. तमु्ही पाहाल की प्रत्येकावर चमकदार 
दागिने आहते. प्रत्येक दागिन्यामध्ये (हारामध्ये) इतके सुंदर असे तीन 
हिरे आहते. तर त्यापैकी चमकणारे दगड (हिरे) तमु्ही मोज ूशकाल का ? 
(सचुना- टोपलींची आणि खोल्यांची संख्या शोधा)

	 तेथे एकूण किती खोल्या आहते ? 

दिलेली माहिती खालीलप्रमाण ेदिलेल्यानसुार दृष्यांकृत केली जाऊ शकते. 
राजा

मलुगी

टोपली

चाव्या

खोल्या

आकृतीवरुन खोल्यांची संख्या 34 आह.े याची गणना आपण तीनचा त्याच्याशीच पनु्हा-पनु्हा गणुाकार करून 
घऊे शकतो.

3 × 3 = 9
9 × 3 = 27

27 × 3 = 81
81 × 3 = 243

	 तेथे एकूण किती हिरे आहते ? वरील गणुाकाराचा उपयोग करून आम्ही फक्त एकदाच गणुाकार करून ते 
मिळव ूशकता का ?

हिऱ्यांची एकूण संख्या ही 3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3 = 37  ही आह.े     

3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3

34 33

आपण ह ेअसेही लिह 37 = (3 × 3 × 3 × 3) × (3 × 3 × 3) आम्ही ते 34  पर्यंत मोजले आह.े 37 

शोधण्यासाठी आम्हाला केवळ 34 (= 81) चा  33 (= 27) शी  गणुाकार करावा लागेल.

	 = 34 × 33

                                                                    = 81 × 27 = 2187



2727

 	37  ह े 32 × 35  असे सधु्दा लिहीले जाऊ शकते. तमु्ही असे का याच ेकारण दऊे शकता का ? ह ेसहजरित्या 
अशा गणुाकारामध्ये वाढविता येते जेथे घातांक ह ेसमान अक्षरी संख्या असतात.

	 p4 × p6  या गणुाकाराला घातांक रुपात लिहा.  

	 p4 × p6 = (p × p × p × p) × (p × p × p × p × p × p) = p10  

	या च ेआपण सामान्यीकरण करु. 

	 na × nb = na+b  जेथे ‘a’ आणि ‘b’ या मोज संख्या आहते.

 ही निरीक्षण ेवापरून खालील संख्यांची गणना करा.

(i) 29	 (ii) 57	 (iii) 46  				          

गणिती बोल46  ह ेखालील दोन पध्दतीनी सोडविले जाऊ शकते, 

(4 × 4 × 4) × (4 × 4 × 4)  = 43 × 43

                                 = 64 × 64 
                                = 4096.
43 × 43  ह े 43 चा वर्ग आह.े म्हणजेच   
43 × 43 ह े(43)

2  
 असे सदु्धा लिहिले जाऊ शकते.

(4 × 4) × (4 × 4) × (4 × 4) = 42 × 42 × 42

                                 = 16 × 16 × 16 
                                 = 4096.
42 × 42 × 42  ह े 42  चा घन आह.े म्हणजेच
42 × 42 × 42 ह े(42)

3  
असे सदु्धा लिहिले जाऊ शकते.

याच प्रमाण,े 74 = (7 × 7) × (7 × 7) = 72 × 72 = (72)
2
 आणि

210 	 = (2 × 2) × (2 × 2) × (2 × 2) × (2 × 2) × (2 × 2) 

      	= (22) × (22) × (22) × (22) × (22) 

      	= (22)
5

	 2
10

 हा (25)
2 
शी समान आह ेका ? ते गणुाकार रुपात लिहा. 

2
10

 = (2 × 2 × 2 × 2 × 2) × (2 × 2 × 2 × 2 × 2)

       = (25) × (25)

       = (25)2

सामान्यपण े(na)
b
 =(nb)

a = n
a × b

=n
ab

  येथे a, b या मोज संख्या आहते.

 	खालील राशीना घातांकाचा घातांक यामध्ये कमीतकमी दोन प्रकारे लिहा.

(i) 86      (ii) 715      (iii) 914      (iv) 58
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जादुई तलाव (डबके ) [Magical Pond]

 	एका सुंदर जादईु तलावाच्यामध्ये तेजस्वी गलुाबी 
कमळे आहते. प्रत्येक दिवशी या तलावमधील 
कमळांची संख्या दपु्पट होते. 30 दिवसानंतर हा 
तलाव कमळांनी परु्णपण ेभरलेला आह.े तर कोणत्या 
दिवशी हा तलाव कमळांनी अर्धा भरला होता ?

	 जर तलाव 30 दिवसात कमळांनी भरत असेल 
तर 29 व्या दिवशी तो किती कमळांनी व्यापलेला होता ?

 ज्याअर्थी प्रत्येक दिवशी कमळांची संख्या दपु्पटीने वाढत होती त्याअर्थी 29 व्या दिवशी तलाव अर्धा भरला 
असावा.

	 ज्यावेळी तलाव (i) परू्ण व्यापलेला (ii) अर्धा व्यापलेला होता, त्यावेळी तलावामध्ये असलेल्या कमळांची 
संख्या घातांक रुपात लिहा.

 	तेथे आणखी एक तलाव होता ज्यामध्ये प्रत्येक दिवशी कमळांची संख्या तिप्पट होत होती. जेंव्हा दोन्ही 
तलावामध्ये कमळ नव्हते, तेव्हा दमयंतीने दपु्पटीने वाढणाऱ्या तलावामध्ये एक कमळ ठेवले. त्यानंतर 4 
दिवसानी ती सर्व कमळे घऊेन तिप्पटीने वाढणाऱ्या तलावामध्ये ठेवली. तर तिप्पटीने वाढणाऱ्या तलावामधील 
4 दिवसानंतर कमळांची संख्या किती ?

4 दिवसानंतर दपु्पटीने वाढणाऱ्या तलावामधील कमळ 1 × 2 × 2 × 2 × 2 = 24 

पढुील 4 दिवसानंतर तिप्पटीने वाढणाऱ्या तलावामधील कमळ 24 × 3 × 3 × 3 × 3 = 24 × 34

 	 जर दमयंतीने तलावामध्ये ठेवलेल्या फुलांचा क्रम बदलला असता तर तिथे किती कमळे असतील ?

1 × 34 × 24 = (3 × 3 × 3 × 3) × (2 × 2 × 2 × 2)

 	हा  गणुाकार mn या घातांक रुपात व्यक्त केला जाऊ शकतो का ? जेथे m, n या कांही मोज संख्या आहते.

संख्याचा पनु्हा गट करुन  = (3 × 2) × (3 × 2) × (3 × 2) × (3 × 2)

	                               = (3 × 2)4 = 64 

सामान्यरूप ma × na = (mn)a  जेथे ‘a’ ही मोज संख्या आह.े 

ही निरीक्षण ेवापरून  25 × 55  ची किमत काढा.
104

54   ला संक्षिप्तरूप द्या आणि घातांक रुपात लिहा. सामान्यरित्या आपण   ma

na  = (mn )
a

 असे दर्शव ूशकतो.
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किती सयंोग (एकीकरण) [How Many Combinations]

 	ईस्तूकडे 4 पोषाख (कपडे) आणि 3 टोप्या आहते. तर ईस्तू कपडे आणि टोप्या याचा वेगवेगळ्या किती प्रकारे 
संयोग (वापर) करु शकते ?

प्रत्येकी एका टोपीसाठी 4 पैकी कोणताही एक पोषाख (कपडे) निवडू शकते, 4 + 4 + 4 = 4 × 3 = 12 
संयोग शक्य आहते. आम्ही ह ेएका पोषाख (कपडे) साठी सधु्दा घऊे शकतो ईस्तू 4 पोषाख (ड्रेस) साठी 3 पैकी 1 
टोपीची निवड करु शकते. 3 + 3 + 3 + 3 = 3 × 4 = 12 संयोग शक्य आहते.

	 रॉक्सीकडे 7 पोषाख, 2 टोप्या आणि 3 बटूाच ेजोड आहते. तर तो स्वतःला किती प्रकारे तयार करु शकतो?

( सचुना: वरीलप्रमाण ेदिलेल्यासारख ेआकृती काढून प्रयत्न करा.) 

 	ईस्तू आणि रॉक्सी याना त्यांच्या पणजोबानी संग्रहीत केलेले स ट्ॅम्प (पोस्ट तिकिट) आणि 
नाणी सापडली. ही 5 - अकंी पासवर्ड असलेल्या पेटीत सरुक्षित ठेवली आहते. हा पासवर्ड 
कोणालाही माहित नसल्यामळेु शक्य असलेले सर्व पासवर्डचा प्रयत्न करून ते उघडले पाहिजे. 
त्यामध्ये त्यांना नशीबाने साथ दिली नाही, शवेटी सर्व शक्य ते प्रयत्न केल्यानंतर शवेटच्या 
प्रयत्नात ते उघडले. तर त्यांनी एकूण किती पासवर्ड तपासले ?

जर तमु्हाला समस्यांच ेनिवारण करता आले नाही तर त्या समस्येच ेसोपे रूप शोधण्याचा 
प्रयत्न करा जे तमु्ही सोडव ूशकता. ह ेतंत्र अनेकवेळा तमु्हाला उपयोगी पडू शकते.

5 - अकंी लॉक ऐवजी 2 - अकंी लॉक आह ेअसे समजनू शक्य असलेले सर्व पासवर्ड शोधण्याचा प्रयत्न करा.

(0 ते 9) या अकंासाठी 10 पर्याय शक्य आहते. या प्रत्येकासाठी येथे दसुऱ्या अकंासाठी 10 पर्याय आहते. 
( जर 0 हा पहिला अकं असेल तर 01, 02, 03, 04, - - - - - -  09  ह ेशक्य आहते.) त्यामळेु 2 अकंी संख्येसाठी 
सर्व शक्य सयंोग 10 × 10 = 100 आहते. 
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आता समजा की आपल्याकडे 3 - अकंी लॉक आह.े यापरू्वीच्या 2 - अकंी संख्यांसाठी 100 पासवर्ड असनू 
3 ऱ्या अकंासाठी येथे 10 पर्याय आहते. त्यामळेु येथे 100 × 10 = 1000 ह े3 - अकंी लॉक संयोग आहते. त्यांची 
यादी तमु्ही 000, 001, 002 - - - - - - - -  997, 998, 999 अशी करु शकता. 
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किती 5 - अकंी पासवर्ड शक्य आहते?

अरे नाही! कदाचित 
माझी संपरू्ण सटु्टी 

हा लॉक उघडण्यात 
निघनू जाईल.

प्रत्येक अकंासाठी 10 पर्याय उपलब्ध आहते. 
त्यामळेु 5 - अकंी संख्यामध्ये असलेले 10 × 10 
× 10 × 10 × 10 = 105 = 1,00,000  पासवर्ड 
आहते. ह े 99,999 पर्यंत सर्व अकं लिहिण्याशी 
समान आहते. जे सर्व 5 - अकंी आहते. म्हणजेच, 
00000, 00001, 00002, …00010, 00011, 
…, 00100, 00101, …, 00999, …, 30456,  
…, 99998, 99999. 

ईस्तू म्हणतो की, मी पढुीलवेळी 6 खाचा असलेला A ते Z मळुाक्षरे असलेला लॉक 
खरेदी करतो. मला वाटते की तो अधिक सरुक्षित असेल.

 	 अशा लॉकसाठी शक्य असलेले सर्व पासवर्ड किती ?

	विवि ध संदर्भावरुन शक्य असलेल्या सर्व सयंोगांची संख्या किती याचा विचार करा. 

गणिती बोल
(i) 	 भारतातील ठिकाणांच े पिन कोड - मध्यप्रदशेमधील व्हिदिशाचा पिनकोड 464001 

आह.े मिझोराममधील झमेबॉकचा पिन कोड 796017 आह.े

(ii) 	 मोबाईल संख्या (भ्रमण यंत्र क्रमांक)

(iii) 	वाहन नोंदणी संख्या

ह ेसंकेत किवा संख्या कशा प्रकारे दिल्या जातात / तयार करतात ह ेशोधण्याचा प्रयत्न करा.

2.3 घातांकांची दुसरी बाजू  [The Other Side of Powers]

16 सें. मी. लांबीच्या एका रेषचेी कल्पना करा. जर त्या रेषचेा अर्धा भाग पसूनू टाकला तर 

24 ÷ 2 = 
2 × 2 × 2 × 2

2  = 2 × 2 × 2 = 23 = 8 एकके 

पनु्हा  एकदा त्याचा अर्धा भाग पसूनू टाकला तर

(24 ÷ 2) ÷ 2 = 24  ÷ 22 = 
2 × 2 × 2 × 2

2 × 2  = 2 × 2 = 22 = 4 एकके

16 सें. मी. च े3 वेळा अर्धा भाग ह ेअसे लिहितात. 

24  ÷ 23 = 
2 × 2 × 2 × 2

2 × 2 × 2  = 2 = 21 = 2 एकके

यावरून आपण पाह शकतो की, 24 ÷ 23 = 24 – 3 = 21
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	 2 च्या घातांक रुपामध य्े 2100 ÷ 225  किती होतात ?

सामान्यरुप na ÷ nb = na – b 

जेथे n ≠ 0  a, b या मोजसंख्या असनू a > b

 	 येथे n हे शनू्य का अस ूशकत नाही ? 

गणिती बोल	 जेव्हा  घातांक शनू्य  असतो, अशी उदाहरणे  घतेलेली नाहीत उदाहरणार्थ 2O  हे  किती ?  
वरील सामान्य रुप सत्य होईल अशाप्रकारे आपण 2O ची व्याख्या करु  

20 = 24 – 4 = 24 ÷ 24 = 
 2 × 2 × 2 × 2
2 × 2 × 2 × 2  = 1

प्रत्यक्षात कोणत्याही ‘a’ अक्षर संख्यासाठी, 

20 = 2a – a = 2a ÷ 2a = 1

सामान्यपणे, xa ÷ xa = xa – a = x0 आणि पढुे असेच चाल ूराहील. 

1 = x0

जेथे x ≠ 0 आणि ही मोजसंख्या आह.े 

जेव्हा घातांक शून्य असतो. 

जेव्हा 24 लांबीच्या रेषेचे 5 वेळा अर्ध्यामध य्े विभागले तर 

24  ÷ 25 = 
2 × 2 × 2 × 2

2 × 2 × 2 × 2 × 2  = 
1
2  एकके 
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जर सामान्यीकरण 24 ÷ 25= 2(4 – 5) = 2– 1  म्हणनू आम्हाला मिळते

2– 1 = 
1
2  

जर 24 लांबीच्या रेषलेा 10 वेळा अर्ध्यामध्ये विभागले तर 

24 ÷ 210= 2(4 – 10) = 2– 6  एकके

विस्तार करुन 24 ÷ 210 = 
2 × 2 × 2 × 2

2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2  = 
1
26  = 

1
64 , 

∴2– 6  ह े  
1
26   असे लिहितात व त्याची किमत  

1
64  येते.

याचप्रमाण े10–3 = 
1

103 = 
1

10 × 10 × 10  = 
1

1000  , 7–2 = 
1
72  = 

1
7 × 7  = 

1
49  इ.

 	 103 ह े 
1

10-3 असे सदु्धा लिह शकतो का ? 

आम्ही लिह की,  
1

10-3  = 
1

1/103  = 1 ÷ 10-3 = 1×103 = 103.

याचप्रमाण े72 = 
1

7– 2  आणि 4a = 
1

4– a  						          गणिती बोल

सामान्य रुपामध्ये n– a = 
1
na  आणि na = 

1
n–a   जेथे n ≠ 0 

आम्ही ओळखलेल्या खालील प्रमाण ेअसलेल्या सामान्यरुपाचा विचार करा. 

na × nb = na + b (na)b = (nb)a = na × b na ÷ nb = na – b

 	आपल्याला ‘a’ आणि ‘b’ या मोज संख्याची आवश्यकता आह.े ‘a’ आणि ‘b’  ह ेपरू्णांक अस ूशकतात 
का? याना सधु्दा सामान्यरुप लाग ूहोते का ?

 	खालील संख्यांच ेसममलू्य रुप लिहा.

(i)	 2– 4 	 (ii)	 10– 5 	 (iii)	 (– 7)–2 
	 (iv)	 (– 5)– 3 	 (v)	 10– 100

 	संक्षिप्तरुप लिहा आणि उत्तर घातांकरुपात लिहा.

(i)	 2– 4 × 27	 (ii)	 32 × 3– 5 × 36	 (iii)	 p3 × p–10

	 (iv)	 24 × (– 4)
– 2 	 (v)	 8

p
 × 8q
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घातांक रेषा  [Power Lines]
4 च्या घातांकाची मांडणी रेषवेर करुया.

48

47

46

45

44

43

42

41

40

4–1

4–2

48 ÷ 43

43 × 42

47 × 4–2

65536 ÷ 64

64 × 16

16384 × 

÷ 4

÷ 16

× 16

× 4

65536

16384

4096

1024

256

64

16

4

1
1
4
1

16

1
16

	 आपण असे म्हण ूशकतो की 16384 (47) ह े1024 (45) पेक्षा 16 (42) वेळा मोठे आह े? 
	ह ोय, 47 ÷ 45 =  42 आह.े

	 42  ह े 4-2 पेक्षा कितीने (किती पटीने) मोठे आह े?
	 खालील प्रश्नांची उत्तरे दणे्यासाठी 7 ची घातांक रेषा वापरा.

1
343

1
2401

1
49

1
7

77

76

75

74

73

72

71

70

7–1

7–2

7–3

7–4

823543

117649

16807

2401

343

49

7

1

 

2,401 × 49 = 

493 = 

343 × 2,401 = 

16,807
49  = 

7
343  = 

16,807
8,23,543 = 

1,17,649 × 
1

343  = 

1
343  × 

1
343  = 
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2.4   10 चे  घातांक  [Powers of 10]

आपण 10, 100, 1000 आणि पढेु चाल ूयासारख्या संख्या वापरलेल्या आहते ज्या भारतीय पध्दतीमध्ये 
विस्तारीत रूपात लिहीतात.

47561 = (4 × 10000) + (7 × 1000) + (5 × 100) + (6 × 10) + 1

ह ेआपण 10 घातांक वापरुन लिह शकतो.

(4 × 104) + (7 × 103) + (5 × 102) + (6 × 101) + (1 × 100)

 	या संख्या सारख्याच पध्दतीने लिहा.   (i) 172 	 (ii) 5642   (iii) 6374

  आपण 561.903 ही कशी लिह शकतो ?

561.903 = (5 × 100) + (6 × 10) + 1 + (9 × 
1

10) + (0 × 
1

100) + (3 × 
1

1000 )

10 चा घातांक वापरुन ह ेलिह.

561.903 = (5 × 102) + (6 × 101) + (1 × 100) + (9 × 10–1) + (0 × 10–2) + (3 × 10–3)

वैज्ञानिक चिन्ह [Scientific Notation]

मो�ा संख्यांचा समावेश असलेल्या गोष्टी पाहया.

(i) 	 आमच्या दगु्धगंगा आकाशगंगेच्या मध्यापासनू सरू्य 30,00,00,00,00,00,00,00,00,000  मी. अतंरावर 
आह.े

(ii) 	 आमच्या आकाशगंगेतील ताऱ्यांची संख्या 1,00,00,00,00,000 आह.े

(iii) 	 पथृ्वीच ेवस्तुमान 59,76,00,00,00,00,00,00,00,00,00,000 कि. ग्रॅ. आह.े

जशी अकंाची संख्या वाढते तसे त्याच ेबरोबर वाचन करण ेकठीण जाते. आपण शनू्यांची संख्या चकुीची 
मोज ूशकतो किवा स्वल्पविराम चकूीचा दऊे शकतो. त्यामळेु आपण चकुीच ेमलू्य वाच ूशकतो. ह ेआपल्याला  
` 50,000 मिळण्याच्या ऐवजी ` 5,000 मिळाल्यासारख ेआह.े अनेक घटनामध्ये शनू्यांची संख्या ही सरुूवातीच्या 
संख्येपेक्षा महत्वाची आह.े

अशा खपु मो�ा संख्येच ेवाचन सोपे होण्यासाठी आणि बरोबर होण्यासाठी आपण घातांक चिन्हांचा वापर 
करु शकतो का ?

उदाहरणार्थ 5900 ही संख्या अशी व्यक्त करु शकतो. 
5900 = 590 × 10 = 590 × 101 
     = 59 × 100 = 59 × 102

       = 5.9 × 1000 = 5.9 × 103

              = 0.59 × 10000 = 0.59 × 104
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कोणतीही संख्या 1 ते 10 मधील आणि 10 च्या घातांकाच्या गणुाकारात लिहिता येते. उदाहरणार्थ, 

	 5900 = 5.9 × 103 		  20800 = 2.08 × 104	 80,00,000 = 8 × 106

 	आपण आधी वाचलेल्या मो�ा संख्यांची उदाहरण ेया स्वरुपात लिहा. 

वैज्ञानिक चिन्हामध य्े किवा वैज्ञानिक स्वरुपामध य्े (प्रमाणित नमुन्यामध य्े असे सधु्दा म्हणतात) ती 
संख्या आपण x × 10 y,  असे लिहितो. जेथे x ≥ 1  आणि  x < 10  हा सहगणुक आणि y हा कोणताही परु्णांकाचा 
घातांक आह.े बहुतेकवेळा घातांक y हा सहगणुक  x  पेक्षा अधिक महत्वाचा आह.े जेव्हा आपण मुबंईची 2 कोटी 
लोकसंख्या ही 2×107 असे लिहितो त्यावेळी 7 ह े2 पेक्षा अधिक महत्वाच ेआह.े नक्कीच, जर 2 ह े3 मध्ये बदलले 
तर लोकसंख्या अर्ध्याने वाढते. म्हणजेच 2 कोटी ते 3 कोटी, जर 7 ह े8 मध्ये बदलले तर लोकसंख्या 10 पटीने 
बदलते. म्हणजेच 2 कोटी ते 20 कोटी, म्हणनू प्रमाणित स्वरुपात स्पष्टपण ेघातांकाचा उल्लेख आह.े जो अकंाची 
संख्या दर्शवितो. 

जर आपण म्हटले की कोहिमाची लोकसंख्या 1,42,395 आह.े तर असे दिसते की आपल्याला एकक 
स्थानापर्यंत या संख्येविषयी खात्री आह.े जेव्हा आपण मो�ा संख्येचा वापर करतो तेंव्हा बहुतेक उदाहरणामध्ये 
आपल्याला अचकू मलु्यापेक्षा प्रमाण किवा मापे किती मोठी आहते याची जास्त काळजी असते. जर आपल्याला 
फक्त ह ेनक्की करायच ेआह ेकी लोकसंख्या समुारे 1 लाख 42 हजार आह ेतर आपण ते 1.42 × 105 असे लिह 
शकतो.  सहगणुकामधील अकंाची संख्या किती चांगली आह ेह ेदर्शविते. कोणत्याही वैज्ञानिक स्वरुपात लिहिलेली 
संख्या ही घातांक असते आणि नंतर सहगणुकाचा पहिला अकं असतो. सहगणुकानंतरच ेअकं लहान असतील तर 
पहिल्या अकंामध्ये दरुुस्ती केली जाते.

या डायनासोरचा 
सांगाडा किती जनूा 

आह े?

तो 70 दशलक्ष आणि 
15 वर्षाचा आह.े

मी येथे काम करायला 
सरुुवात केली त्यावेळी 70 
दशलक्ष होते मी 15 वर्ष 

कार्य करतो.

या किमती परू्णाकी, अदंाजे, सरासरी आणि जवळपासच्या आहते. जास्तीत जास्त वेळा त्या हातातील उद्देश 
साध्य करण्यासाठी असतात.

सरू्य आणि शनि यामधील अतंर 14,33,50,00,00,000 मी.  = 1.4335 × 1012 मी. आह.े

   शनि आणि यरेूनस यामधील अतंर 14,39,00,00,00,000 मी. = 1.439 × 1012 मी. आह.े

सरू्य आणि पथृ्वी यामधील अतंर 1,49,60,00,00,000 मी. = 1.496 × 1011 मी. आह.े
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 	या तीन अतंरापैकी सर्वात कमी अतंर कोणते ह ेतमु्ही सांग ूशकाल ?

	 खालील संख्या रेषा सरू्य आणि शनि यामधील अतंर दर्शविते  (1.4335 × 1012 मी.) खालील संख्या रेषवेर 
पथृ्वीच ेसापके्ष स्थान याची खणू करा. सरू्य आणि पथृ्वी यामधील अतंर 1.496 × 1011 मी. आह.े 

	 सरू्य शनि

 	 खालील संख्या प्रमाणित नमनु्यात व्यक्त करा.

(i)	 59,853	 (ii)	 65,950
	 (iii)	 34,30,000	 (iv)	 70,04,00,00,000

2.5 तुम्हाला याचे कधीतरी आश्चर्य वाटले का ?

मागील वर्षी, आपण मो�ा संख्यावरील प्रकरणामध्ये मनोरंजक विचारांच े प्रयोग पाहिले आहते. त्यांचा 
प्रवास आपण पढेु चाल ूठेऊया.

नंजुंडप्पा राॅक्सीच्या वजनाइतकेच गळु दान करू इच्छितो आणि ईस्तूच्या वजनाइतके गहू  सधु्दा दान करतो. 
याचा खर्च किती येतो याचा तो विचार करत आह.े

  

 	दान केलेल्या गळुाची किमत (रूपयामध्ये) किती असेल ? दान केलेल्या गहूची किमत (रूपयामध्ये) किती 
असेल ?

ह ेशोधताना प्रथम आपल्याला त्या राशीमधील आताच्या संबंधाच ेवर्णन करावे लागेल.
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गळुाची किमत (रुपयामध्ये) = राॅक्सीच ेकि. ग्रॅ. मधील वजन × 1 कि. ग्रॅ.  गळुाची किमत

गळुाची किमत (रुपयामध्ये) = ईस्तूच ेकिलो ग्रॅ. मधील वजन × 1 किलो गहूची किमत

	 माहित नसलेल्या गोष्टींची आवश्यक योग्य गहृीतके बनवा आणि उत्तरे शोधा. लक्षात ठेवा की राॅक्सीच ेवय 13 
वर्षे आणि ईस्तूच ेवय 11 वर्षे आह.े

रॉक्सीच ेवजन 45 कि. ग्रॅ. आणि 1 कि. ग्रॅ. गळुाची किमत ` 70 गहृीत माननू, दान केलेल्या गळुाची किमत 
ही 45 × 70 = ` 3150 आह.े ईस्तूच ेवजन 50 कि. ग्रॅ. आणि 1 कि. ग्रॅ. गहूची किमत  ` 50 गहृीत माननू दान 
केलेल्या गहूची किमत ही 50 × 50 = ` 2500 आह.े

व्यक्तीच्या वजनाइतकी वस्तू दान करण्यांची प्रथा जनूी आह ेतिला तलुाभार किवा तलुाभारंभ म्हणतात. 
अजनूही दक्षिण भारतामध्ये ही पाळली जाते. ह े भक्तीने दान (स्वतःला समर्पण) करण्याच े प्रतिक आह.े ही 
समदुायाला सधु्दा मदत करते.

 	रॉक्सी विचार करते, “जर गळुा ऐवजी 1 - रुपयाची नाणी वापरली तर माझ्या वजनासाठी किती नाण्यांची गरज 
लागेल? ह ेआपण कसे शोध ूशकेन ? 

यासारख्या प्रश्नांसाठी तमु्ही खालीलप्रमाण ेसचुविलेल्या पायऱ्यांचा वापर करण्याचा विचार करु शकता.

1. 	 तर्क  करण ेउत्तर काय अस ूशकते याचा लगेच कोणत्याही गणनेशिवाय अदंाज करा.

2. 	 अदंाज आणि जवळपास याचा वापर करून गणना करण.े 

	 (i) ज्यांच ेउत्तर शोधायच ेआह ेत्या राशीमध्ये असलेल्या आवश्यक संबंधाच ेवर्णन करा.

	 (ii) जर आवश्यक माहिती उपलब्ध नसेल तर योग्य गहृीतकावरून अदंाज काढा.

	 (iii) गणना करा आणि उत्तर शोधा (तमुचा तर्क  किती जवळील आह ेह ेतपासा)

 	नाण्यांची संख्या ही शकेडो, हजारो, लाखो कोटी किवा त्यापेक्षाही जास्त असेल का ? एक अांतरिक तर्क  
काढा.

1 रुपयाच्या नाण्यांच ेवजन 
मोजनू कसे कळेल ?

 	 माहित नसलेल्या गोष्टीविषयी योग्य गहृीतके आणि जवळचा अदंाज घवेनू 
उत्तर शोधा. लक्षात अस ू द्या की आपण अगदी जवळील अदंाज करत 
आहोत.

सरुुवातीला, तमुचा तर्क  उत्तरापासनू खपु दरू अस ूशकतो आणि ह ेअगदी ठिक आह!े तमु्ही 
ह ेकधीतरी आणि वेगवेगळ्या परिस्थितीत करून तमु्ही सधुारणा कराल. तर्क  आणि अदंाज यामळेु 
संख्या आणि राशीविषयी अतंर्ज्ञान निर्माण होऊ शकते.

ईस्तू विचारतो की, जर आपण ` 5 ची नाणी किवा ` 10 च्या नोटा वापरल्या तर किती पैसे अस ूशकतात ?
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 	 प्रथम सहजपण ेतर्क  लावा नंतर शोध घ्या. [माहित नसलेल्या माहिती विषयी आवश्�क आणि योग्य गहृीतके 
बनवा आणि उत्तरे शोधा.)

ईस्तू म्हणतो, “मी प्रौढ झाल्यावर, मला दरवर्षी माझ्या वजनाच्या वह्या दान करायच्या आहते.” रॉक्सी म्हणते, 
मी मोठी झाल्यावर, मला दरवर्षी माझ्या वजनाच्या प्रमाणात अन्नदान (धान्य किवा जेवण) करायच ेआह”े

  	एका वर्षात या दान दिलेल्यांचा किती लोकाना फायदा होऊ शकतो? पनु्हा एकदा शोधण्यापूर्वी तर्क  (अदंाज)  
करा.

गणिती बोल
रॉक्सी आणि ईस्तू यांनी कोणीतरी असे बोलताना ऐकले - “आम्ही येथे पोहोचण्यासाठी समुारे 

400 कि.मी. ची पद‌यात्रा केली आह!े आम्ही येथे प्रातः काली पोहोचलो.” 

  	त्यांनी आपल्या प्रवासाला कोणत्यावेळी सरुुवात केली असावी ?

  आवश्यक गहृीतक आणि अदंाज करून उत्तर शोधा. गणना करण्यापूर्वी तर्क  करा आणि तमु्ही उत्तराच्या किती 
जवळ आलात ते तपासा.

शिक्षकांसाठी सचुनाः कधी कधी गहृीतके खपु बदल ूशकतात आणि याचा परिणाम म्हणजे ह ेवापरुन शोधलेली 
उत्तरे सधु्दा बदल ूशकतात. ह ेअगदी बरोबर आह.े परिस्थितीच ेयोग्य नमनेु महत्वाच ेआहते. ते कांही वेळेला वेगळ्या 
पध्दतीने सधु्दा केले जाऊ शकतात. गहृीत धरलेल्या संख्या किवा राशींची अचूकता ही विस्तृततेने आणि सरावाने 
उत्तम बनविली जाऊ शकते.

‘पद‌यात्रा’ ही धार्मिक किवा आध्यात्मिक कार्याचा भाग असनू लांब अतंर चालण्याची एक 
पारंपारीक पध्दत आह.े आपल्या दशेातील सर्व धर्माच ेलोक तीर्थयात्रा किवा आध्यात्मिक चालण्याच े
सारखचे प्रकार पाळतात, जरी त्यांची नांवे किवा तरीही उद्देश वेगवेगळे अस ूशकतात.

अजमरे, शरिफ दर्गा, झियारत, पंढरपरू वारी, कंवर यात्रा, शबरीमल यात्रा, सम्मेद 
शिखरजी यात्रा, लुंबिनी ते सारनाथ यात्रा ही कांही तीर्थक्षेत्रे आहते.

आधनुिक वाहतकुीच्या उदयापूर्वी, लोक एका ठिकाणावरून दसुऱ्या ठिकाणी चालत जात होते. कांही वेळा 
व्यापारी, साध ुआणि विद्वान हजारो किलोमीटर चालत जगाच्या वेगवेगळ्या भागात वाळवंट, पर्वत आणि नद्या 
ओलांडून जात असत. 

 	जर एखादी व्यक्ती न थांबता चालत असेल तर ती त्याच्या आयषु्यात किती वेळा पथृ्वीभोवती प्रदक्षिणा (फिरु) 
घाल ूशकेल ? पथृ्वी सभोवतालच ेअतंर 40,000 कि. मी. आह ेअसे समजा.
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रेषीय वाढ विरुद्ध घातांक वाढ 

रॉक्सी ईस्तूला ती वाचत असलेल्या एका विज्ञान-कथा कादबंरीविषयी सांगते. जिथे ते  चदं्रावर पोहोचण्यासाठी 
एक शिडी बांधतात.”  

मला आश्चर्य वाटले की जर 
आपल्याजवळ अशी शिडी असती तर 
तिला किती पायऱ्या असत्या ?

 	तमु्हाला काय वाटते ? प्रथम एक 
सहज अदंाज करा.

 	  त्या शिडीमधील पायऱ्या (पावलांची) संख्या हजारो,

लाखो, कोटी किवा त्यापेक्षा ही जास्त असावी लागेल का ?

ह ेशोधण्यासाठी आपल्याला दोन लगतच्या (सलगच्या) पायऱ्यामधील अतंर माहित असण ेगरजेच ेआह.े  
20 सें.मी. इतके अतंर अगदी योग्य आह ेअसे समज ूदर्शविल्याप्रमाण ेसमस्येची पाहणी करु.

 कि. मी.

सें.मी.

पथृ्वी
चदं्र

 	 आपल्याला किती 20 सें. मी. ह े3,84,400 कि. मी. होतात ते शोधायच ेआह.े

जर आपण या किमतीची गणना केली तर आम्हाला 1,92,20,00,000 पायऱ्या (पावले) मिळतात म्हणजेच 
192 कोटी 20 लाख पायऱ्या किवा 1 अब्ज 92.2 कोटी पावले, प्रत्येक पावलाने पथृ्वीपासनूच्या अतंरामध्ये 
होणारी निश्चित वाढ (प्रत्येक पावलानंतर 20 सें. मी. वाढ) याला रेषीय वाढ म्हणतात.

पथृ्वी आणि चदं्रामधील अतंर आक्रमिण्यासाठी रेषीय वाढीसह 1,92,20,00,000 पावले चालावी लागतील. 
तर घातांक वाढीसह कागदाच्या तकु�ाच्या फक्त 46 पट लागतात. रेषीय वाढ ही बेरीज रुपात तर घातांक वाढ ही 
गणुाकाराच्या रुपात आह.े

20 + 20 + 20 + …………

1,92,20,00,000

वेळा   

0.001 × 2 × 2 × 2 ………. 

46 वेळा
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या प्रकरणामध्ये आपण परू्वी पाहिलेल्या घातांक वाढीची कांही उदाहरण े म्हणजे ‘चमकणारे दगड’ जादईु 
तलाव ‘किती सयंोग’ अशा आणखी मनोरंजक उदाहरणांचा आपण पढुील प्रकरणात तसेच पढुील इयत्तेत शोध 
घणेार आहोत.

 	 रेषीय वाढ आणि घातांक वाढीची कांही उदाहरण ेतमु्ही दऊे शकता का ? 

मो�ा सखं य्ेची जाणीव करून घेणे  

मागील वर्षी आपण लाख आणि कोटी तसेच अब्ज याविषयीचा अभ्यास केलेला आह.े लाख ह े 105 

(1,00,000) कोटी ह े 107 (1,00,00,000) आणि । अब्ज ह े 109 (1,00,00,00,000) तर 1 दशलक्ष 106 
(1,000,000) आणि 1 अब्ज ह े109) ने दर्शवितात.

तमु्हाला जगातील मानवी लोकसंख्येचा आकार माहित असेल. तमु्ही कधी विचार केलात का जगातील 
मुगं्याची संख्या किती असेल किवा मानवाची निर्मिती किती वर्षापरू्वी झाली आह.े या विभागात आपण अरब 
किवा अब्जावधी लोकांपेक्षा लक्षणीयरित्या मो�ा संख्येचा शोध घऊे प्रत्येक घटनेत या संख्यांची तलुना करुन 
दर्शविण्यासाठी 10 च्या घातांकाचा वापरु करु.

100   - 	 2025 च्या मध्यावर जगामध्ये उत्तरेकडील पांढरे फक्त दोनच गेंडे शिल्लक राहिले. ह ेदोन्ही मादी आणि 
ते केनियामधील ओल पेजेंटा संरक्षण जंगलात आहते. (= 2 × 10°)

101    - 	 2024 च्या सरुुवातीला हनैान गिब्बनची एकूण लोकसंख्या केवळ 42 ( ≈ 4 × 101) होती.

102   - 	 2025 च्या मध्यापर्यंत फक्त 242 काकापो जिवंत आहते (≈ 2 × 102)

103   -	 जगामध्ये 3000 पेक्षा कमी कोमोडो ड्रॅगन आहते. ह ेसर्व इडंोनेशियामध्ये आहते (≈ 3 × 103)

104   - 	 2005 मध्ये अदंाजानसुार मॅन्ड लांडग्याची संख्या 17000 पेक्षा जास्त आह ेते ब्राझिलमध्ये आहते 
	 (1.7 × 104)

105   -  	 2018 पर्यंत समुारे 4.15 लाख आफ्रिकन हत्ती आहते. (≈ 4  × 105 )

106   -  	 2025 पर्यंत समुारे 50 लाख / 5 दशलक्ष अमरेिकन मगर आहते. (5 × 106)

107   -   	 जागतिक उंटाची संख्या 3.5 कोटी/ 35 दशलक्ष (3.5 × 107) आहते. भारतामध्ये त्यापैकी फक्त 2.5 
लाख आहते. जागतिक घो�ांची संख्या समुारे 5.8 कोटी / 58 दशलक्ष (5.8  × 107) त्यापैकी अर्धे 
अमरेिकेमध्ये आहते.
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108   -  	 जगामध य्े 20 कोटी / 200 दहालक्ष (2 × 108) पेक्षा जास्त पाणम्हशी आहेत असा अदंाज आह े
त्यापैकी जास्तीत जास्त आशियामध्ये आहेत.

109    - 	 स्टारलिग जागतिक लोकसंख्या अदंाजे 1.3 अरब / 1.3 अब्ज (1.9 × 109) जागतिक मानवांची 
लोकसंख्या 2025 पर्यंत 8.2 अरब /8.2 अब्ज (8.2 × 109) आह.े

य.ु के. मधील एका शेतावर स्टारलिग (काळसर पिसांच ेपक्षी) कुरकुर करतानाचा फोटो स्टारलिंग कुरकुर हजारो 
स्टारलिग पिल्लाना समक्रमित. फिरत्या नमनु्यामध य्े  उडण्याचा एक मतं्रमगु्ध करणारे हवाई प्रदर्शन आह.े बहुतेक 

वेळा यांना ‘नतृ्यचित्रित नतृ्य’ असे वर्णन केले जाते.

 	यकेूमधील एका शेतावर स्टारलिग (काळसर पिसांच ेपक्षी) कुरकुर करतानाचा फोटो स्टारलिग कुरकुर हजारो 
स्टारलिग पिलांना समक्रमित, फिरत्या नमनु्यामध य्े उडण्याचा एक मतं्रमगु्ध करणारे हवाई प्रदर्शन आह.े बहुतेक 
वेळा यांना ‘नतृ्यचित्रित नतृ्य’ असे वर्णन केले जाते.

	 जागतिक मानवाची लोकसंख्या समुारे 8 × 109 आणि आफ्रिकन हत्ती समुारे (4 × 105) आहेत. आपण असे 
म्हण ूशकतो की प्रत्येक एका आफ्रिकन हत्तीमागे जवळजवळ 20,000 लोक आहेत का ?

1010   - 	 कोणत्याही वेळी जीवंत जागतिक कोंबडीच्या संख य्ेचा अदंाज ≈ 33 अब्ज (3.3 × 1010) आह.े

1012   -	 2023 मध य्े जागतिक स्तरावर झाडांची संख्या 30 खरब / 3 ट्रिलीयन (3 × 1012) 1 खरब ह े100 अरब 
आणि 1 ट्रिलीयन ह े1000 अब्ज आहेत.

1014     - 	 जगातील डासांची संख्या (2023) मध य्े 11 नील/110 ट्रिलीयन  
( _______ ) अटंार्टिक क्रिल च्या अदंाजे घेतलेल्या लोकसंख्या 50 
नील / 500 ट्रिलीयन (5 × 1014) आह.े

1015   - 	बि टल कि�ांची लोकसंख्या 1 पद्म / 1 क्वाड्रिलियन (1 × 1015) 
आह.े गांडूळाची अदंाजे लोकसंख्या सधु्दा 1 पद्म /1 क्वाट्रिलीयन 
आह.े
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1016   - 	 जागतिक स्तरावर मुगं्याची अदंाजे संख्या 20 पद्म / 20
	 क्वाड्रिलियन (2 × 1016) मुगं्याच ेप्रमाण ह ेसर्व वन्य 

पक्षी आणि वन्य सस्तन प्राण्यापेक्षा जास्त आह.े

1021   - 	ह ी संख्या पथृ्वीवरील सर्व समदु्र किनाऱ्यावर आणि 
वाळवंटावर असलेल्या वाळूच्या कणांच्या संख्येइतकी 
मानली जाते. ही वाळू प्रत्येक मुगंीला राहण्यासाठी 10 
लहान वाळूची वारुळे इतकी आह.े

1023   - 	वि श्वातील अदंाजे निरीक्षणीय ताऱ्यांची संख्या (2 × 1023) ही आह.े

1025   - 	 पथृ्वीवर अदंाजे पाण्याच ेथेंब (2 × 1025) आहते. (प्रती मि.ली. ला 16 थेंब गहृीत धरुन )

	 वैज्ञानिक चिन्हे वापरून उत्तरे सोडवा आणि लिहा.

(i) 	 जगामध्ये प्रत्येक मानवामागे किती मुगं्या आहते.

(ii) 	 जर स्टारलिग पक्षांच्या एका कळपामध्ये 10,000 पक्षी आहते तर या जगात किती कळप अस ू 
शकतील ?

(iii)	 जर प्रत्येक झाडाला 104 पाने आहते. तर जगातील सर्व झाडावर असलेल्या एकूण पानांची संख्या  
किती ?

(iv) 	जर तमु्ही कागदाची पाने एकमकेावर ठेवली तर तमु्हाला चदं्रापर्यंत पोहोचण्यासाठी किती पाने  
लागतील ?
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तुमचे वय सांगण्याची वेगळी पध्दत			          

माझ ेवय 
69,70,71.... आहे

या संख्येचा अर्थ काय अस ूशकतो ?

“तमुच ेवय किती आह?े” ईस्तूने विचारले

“कांही आठव�ापरू्वी मी 13 वर्षे परू्ण केली आहते.” रॉक्सी म्हणाली

“तमुच ेवय किती आह”े ? ईस्तूने पनु्हा विचारले.

“आज मी 4840 दिवसांची आह.े” रॉक्सी म्हणाली

“तमुच ेवय किती आह े?” पनु्हा ईस्तूने विचारले

“आता मी  तासांची आह”े रॉक्सी म्हणाली.

ही संख्या शोधण्यापरू्वी तमु्ही अदंाजाने सांगा.

“ आज मी 4070 दिवसांची आह.े तर तमु्ही माझी जन्म तारीख सांग ूशकाल का?” असे ईस्तूने विचारले.

	 जर तमु्ही दहा लाख सेकंद जगला असाल तर तमुच ेवय किती असेल ?

आपण कांही घटना आणि घटनांची अदंाजे वेळ आणि कालमर्यादा पाह आणि 10 च्या घातांकरुपात दर्शव ू
आणि या राशींची तलुना करू.

वेळ सेकंदामध य्े वास्तविक जगातील घटना / गुणधर्म

100 = 1 सेकंद -
वर फेकलेला चेंडू परत जमिनीवर पडण्यासाठी लागणारा वेळा (सामान्यपण े
कांही सेकंद)

101 = 10 सेकंद -
आपल्या शरीरामध्ये रक्ताने एक संपरू्ण फेरी परू्ण करण्यासाठी घतेलेला वेळ 
हा 10 - 20 सेकंद (1 × 101 – 2 × 101 सेकंद)

- ट्रॅफिक सिग्नलमध्ये वाट पाहण्याचा सामान्य वेळ.

जगातील मुगं्यांची संख्या किती किवा रक्ताला आपल्या शरिरात एक फेरी परू्ण करण्यासाठी 
लागणारा वेळ यासारख्या गोष्टींचा अदंाज कसा करु शकतो, ह ेआश्चर्यकारक आह ेनाही का? 
जेव्हा आपणाला अशा गोष्टींचा सामना करावा लागतो तेव्हा तमुच्या मनामध्ये ह ेआश्चर्य अस ू
शकते. अशा गोष्टींचा अभ्यास विषय जसे की विज्ञान आणि समाज विज्ञान यामध्ये येऊ शकतो. 
जेथे असे अदंाज आपल्याला करावे लागतात.

102 सेकंद 
≈ 1.6 मिनिट

-
एक कप चहा बनविण्यासाठी लागणारा वेळ  5 - 10 मिनिट
(≈ 4 × 102 – 8 × 102 सेकंद)

-
पथृ्वीवर सरू्य प्रकाश पोहोचण्यासाठी लागणारा वेळ - समुारे 8 मिनिट 
(≈ 5 × 102 सेकंद)
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ह ेखोटे बोलणारे!!  
ते कधीही 10 मिनिटापरू्वी 

शिजणार नाहीत...

त्यांनी ते अदंाजे 102 

सेकंदाच्या न्यूडल्सच्या 
क्रमामध्ये मोजले पाहिजे 

म्हणजेच 120 सेकंद किवा 
900 सेकंद लागतील 

तेव्हाच दावा खरा होईल.

103 सेकंद
≈ 16.6 मिनिट

- पथृ्वीच्या कमी कक्षेतील उपग्रह 90 मिनिट (≈ 5.5 × 103 सेकंद) ते 2 
तास इतका वेळ पथृ्वी सभोवताली एक प्रदक्षिणा परू्ण करण्यास घतेात.

104 सेकंद
≈ 2.7 तास

- जेवण पचविण्यासाठी लागणारा वेळ : पोटातनू जाण्यासाठी लागणारा वेळ 
2-4 तास आह.े

- एका प्रौढ माशीचा जीवनकाळ : 
साधारणपण ेएक दिवस (≈ 9 ×104 सेकंद) आह.े

	 10 सेकंद ≈ 1:16 दिवस आणि 106 सेकंद ≈ 11.57 दिवस  (i)105 सेकंद (ii) 106  सेकंद अशा घटना किवा 
गणुधर्माच्या वेळेच्या क्रमाचा विचार करा. त्यांना वैज्ञानिक चिन्हामध्ये लिहा.

107 सेकंद
≈ 115.7 दिवस /
≈ 3.8 महिने

-

-

एका वर्षात झोपण्यासाठी घालविलेला वेळ : समुारे 4 महिने.
मगंळयान मोहिमलेा मगंळावर पोहोचण्यासाठी 
298 दिवस (≈ 2.65 × 107 सेकंद)

-

मगंळाला सरू्याभोवती एक फेरी परू्ण 
करण्यासाठी लागणारा वेळ: समुारे 687 
पथृ्वीवरील दिवस / 1.88 पथृ्वीवरील वर्षे 
(≈ 6 × 107 सेकंद)

108 सेकंद
≈ 3.17 वर्षे

-
जास्तीत जास्त कुत्र्यांचा जीवन कालावधी 3 ते 15 वर्षे असतो.

-
नेपच्यूनला सरू्याभोवती एक परू्ण प्रदक्षिणा घालण्याचा काळः 60 - 190 पथृ्वी / 
~ 165 पथृ्वी-वर्षे किवा 89,666 नेपच्यून-दिवस / एक नेपच्यून वर्ष (≈ 5.2 × 
109 सेकंद) नेपच्यून वरील एक दिवस समुारे 16.1 तासाचा असतो.

109 सेकंद
≈ 31.7 वर्षे -

हॅलेच्या धमुकेतचूा कक्षीय कालावधी 75 - 79 वर्षे आह.े पढुील अपेक्षित परत 
येण्याची वेळ 2061 व्या वर्षी आह.े (≈ 2.4 × 109 सेकंद) 
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लक्षात घ्या की घातांक वाढ ही किती जलद आह.े 106 ह ेपंधरव�ापके्षा कमी आह ेपरंत ु109 म्हणजे तब्बल 
31 वर्षे (जवळपास मानवाच ेअर्धे आयरु्मान)

1015 सेकंद
≈ 3.17 कोटी वर्षे

-
हिमालयाच ेवय : 5.5 कोटी वर्षे / 55 दशलक्ष वर्षे (≈ 1.7 × 1015 सेकंद) प्रत्येक 
वर्षाला त्याची कांही मि.मी. ने वाढ होते.

-
डायनासोर्स ह े6.6 कोटी वर्षापरू्वी / 66 दशलक्ष वर्षापरू्वी (≈ 2 × 1015 सेंकद). लपू्त 
झाले (नाहीसे झाले)

-
20 कोटी / 200 दशलक्ष (≈ 6 × 1015  सेकंद) वर्षापरू्वी डायनोसोर्स प्रथमतः दिसनू 
आले.

-
सरू्याला दगु्धगंगा आकाशगंगेभोवती एक प्रदक्षिणा घालण्यासाठी समुारे 23 कोटी 
वर्षे (≈ 7 × 1015 सेकंद) इतका वेळ लागतो.

1016 सेकंद
≈ 31.7 कोटी वर्षे

-
जमिनीवर वनस्पतीची 4.7 कोटी / 470 दशलक्ष वर्षापरू्वी  
(≈_______________ सेकंद) सरुुवात झाली असावी

1010 सेकंद
≈ 317 वर्षे -

चोळ घराण्याने 900 वर्षापेक्षा जास्त राज्य केले.
(≈ 3× 1010 सेकंद) त्यानी ख्रिस्तपरू्व तिसरे शतक आणि इ.स. 12 वे शतक पर्यंत 
राज्यभार सांभाळला.

1011 सेकंद
≈ 3,170 वर्षे

-
सर्वात जनु्या झाडाच ेवयः समुारे 5000 वर्षे 
(≈ 1.57 × 1011  सेकंद)

-
शवेटच्या हिमयगुांच्या शिखरापासनूचा काळ 19,000 - 26,000 वर्षापरू्वी 
(≈ 6 × 1011 सेकंद - 8.2 × 1011 सेकंद)

1012 सेकंद
≈ 31,700 वर्षे -

2-3 लाख वर्षापरू्वी (≈7 × 1012 – 9 × 1012 सेकंद). जनेू होमो सॅपिअन्स 
आढळले. त्या काळातील संपरू्ण लोकसंख्या एका स्टेडियममध्ये बस ूशकले.

1013 सेकंद
≈ 3.17 लाख वर्षे

-

स्टेपी ममेाॅथ ह ेसमुारे  

8-18 लाख वर्षापरू्वी होते
असा अदंाज आह.े

1014 सेकंद
≈ 3.17 दशलक्ष वर्षे

-

केलेनकेन गिलर्मोईच ेजीवाष्म एक प्रकारचा
दशहतवादी पक्षी जो 15 दशलक्ष वर्षापरू्वी होता

( ≈_______________ सेकंद).
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1017 सेकंद
≈ 3.17 अब्ज वर्षे

समुारे 3.7 अब्ज वर्षापरू्वी जीवाण ूअस्तित्वात आले असणार याच ेजनु्या 
जीवाष्मानी सचुविले आहते.

- आपली पथृ्वी ही 4.5 अब्ज वर्षे जनुी आह.े 

-
दगु्धगंगा ही 13.6 अब्ज वर्षापरू्वी तयार झाली आणि विश्वाची निर्मिती 
13.8 अब्ज वर्षापरू्वी झाली आह.े 

लक्ष द्या की 109 सेकंद हा मानवाच्या आयरु्मानाचा क्रम आह,े तर आधनुिक भौतिक शास्त्रानसुार 1018 

सेकंदापरू्वी विश्वाची निर्मिती झाली नसावी! घातांक चिन्ह ह ेसंक्षिप्त रुपामध्ये मो�ा प्रमाणातील राशीना हस्तगत 
करु शकते.

	 वैज्ञानिक चिन्हे वापरुन प्रश्नांची उत्तरे सोडवा आणि लिहा.

(i) 	 जर प्रत्येक सेकंदाला एक तारा मोजला तर विश्वातील तारे मोजण्यासाठी किती वेळ लागेल ? वैज्ञानिक 
चिन्हांचा वापर करुन सेकंद स्वरुपात उत्तर द्या.

प्रयत्न करा(ii)  जर एखादी व्यक्ती प्रत्येकी 10 सेकंदाला (200 मिली) चा पेला भरुन पाणी पिते, तर 
पथृ्वीवरील पाण्याच ेसंपरू्ण प्रमाण संपण्यासाठी किती वेळ लागेल ?

खपु मो�ा राशी बऱ्याचवेळा आपल्या अनभुवाच्या आणि आकलनाच्या पलीकडे 
असतात. आपण त्याना आपल्या परिचित असलेल्या राशींशी जोडू शकतो आणि त्याची तलुना 
करु शकतो यावरून संख्या किवा मापे किती मोठी आहते याचा सारांश मिळू शकतो !

2.5 थोडासा इतिहास

पहिल्या शतकातील बौद्ध ग्रंथ ‘ललितविस्तारमध य्े’ आपल्याला 10 ते 1053 पर्यंतचा विषम घातांकाच्या 
संख्यांची नांवे आढळतात. गणिततज्ञ अर्जुन आणि राजकुमार गौतम बोधीसत्व याच्यातील संवादाचा भाग म्हणनू 
खालील गोष्टी आढळतात.

“शभंर कोटीला अयटुा (109) असे म्हणतात, 100 अयटुा म्हणजे नियटुा (1011), शभंर नियटुा म्हणजे कनकरा 
(1013)....., शभंर सर्व बलास म्हणजे विसमज्ञगटी (1047), शभंर विषमज्ञगटी म्हणजे सर्वज्ञ (1049), शभंर सर्वज्ञ 
म्हणजे विभतूनगमा (1051), शभंर विभतूनगमा म्हणजेच तलक्षना 1053 असे म्हणतात”.

‘महावीराचार्य’ याच्या गणित-सार-संग्रह या ग्रंथात 24 पदांची (म्हणजेच 1023 पर्यंत) यादी दिली आह े
अमलासिध्दी या जैन ग्रंथामध्ये (1096) [ दशा-अनंत] पर्यंतच्या दहा घातांकासाठी एक नांव दिले आह ेकाकायानाच्या 
पाली व्याकरण ग्रंथात 10140 पर्यंतच्या संख्यांची नांवे आहते. त्याला असंख्येय असे नांव आह.े

दहाच ेउच्च घातांक व्यक्त करण्यासाठी जैन आणि बौध ग्रंथांमध्ये सह‌सा (हजार) आणि कोटी (दहा दशलक्ष) 
सारख ेआधार वापरले जातात. उदाहरणार्थ, प्रयतु (106) म्हणजे दश सत सहस्सा) (दहा लाख) आह.े
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आधनुिक नामकरण यासारखचे आह,े जेथे आपण म्हणतो,

शभंर हजार म्हणजे लाख 100 × 1000 = 1,00,000 102 × 103 = 105

शभंर लाख म्हणजे कोटी 100 × 1,00,000 = 1,00,00,000 102 × 105 = 107

शभंर कोटी म्हणजे अरब 100 × 1,00,00,000 = 1,00,00,00,000 102 × 107 = 109

शभंर अरब म्हणजे एक 
खरब

100 × 1,00,00,00,000  
= 1,00,00,00,00,000

102 × 109 = 1011

पढेु चाल ूठेवनू शभंर खरब म्हणजे नील (1013) शभंर नील ह ेपद्म (1015) आह,े शभंर पद्म ह ेशखं (1017) 
आह,े शभंर शखं ह ेमहाशखं (1019) आह.े

अमरेिकन / आतंरराष्ट्रीय पध्दतीमध्ये आपण म्हणतो की,

हजार हजार ह ेदशलक्ष 1000 × 1000 = 1,000,000 103 × 103 = 106

हजार दशलक्ष ह ेअब्ज 1000 × 1,000,000 = 1,000,000,000 103 × 106 = 109

हजार अब्ज ह ेएक ट्रिलियन
1000 × 1,000,000,000  
= 1000,000,000,000

103 × 109 = 1012

ह ेपढेु चाल ूठेवत हजार ट्रिलियन म्हणजे क्वाॅड्रिलियन (1015) हा नमनुा पढेु चाल ूराहतो दशलक्ष (106), अब्ज 
(109), ट्रिलियन (1012), क्वाॅड्रिलियन (1015), क्विंटिलियन (1018), सेक्टिलियन (1021), सेप्टिलियन (1024), 
ऑक्टिलियन (1027), नॉनिलियन (1030), डेसिलियन (1033) या नांवाच ेनिरीक्षण करा.

 	प्रत्येक नावांचा पहिला भाग काय दर्शवितो ? 

10100  या  संख्येला गगुोल असहेी म्हणतात. विश्वातील अणूचंी अदंाजे संख्या 1078 ते 1082 आह.े दहा गगूोल 
या संख्येला गगूोल प्लेक्स असे म्हणतात. ही संख्या किती मोठी आह ेयाची कल्पना करण ेकठीण आह.े

भारतामध्ये सर्वात जास्त किमतीची (मलू्याची) नोट 2000 रुपये आह.े तर जगातील चलनी नोटेची सर्वात 
जास्त किमत कोणती आह ेयाचा अदंाज लावा. आता पर्यंत छापलेली सर्वात जास्त किमतीची संख्यात्मक बँक नोट 
ही । सेक्टिलियन पेंगो. (1021 किवा 1 मिलीअर्ड बिलपेंगो) किमतीची एक विशषे नोट असनू ती 1946 मध्ये हगंेरी 
येथे छापली गेली होती. परंत ुती चलनात जारी करण्यात आली नाही. 2009 मध्ये झिबंाब्वेने 100 ट्रिलियन (1014) 
झिबंाब्वे डॉलरची नोट छापली होती जीची छपाईच्या वेळी किमत समुारे $ 30 होती.
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   शोधा पाहू.

1. 	 (2224) ÷ (432) मधील एकक अकंाची किमत (मलू्य) शोधा. [सचूना 4 = 22]

2. 	 एका डब्ब्यात 5 बाटल्या आहते. प्रत्येक दिवशी एक नवीन डब्बा विकत आणला. तर 40 व्या दिवसानंतर 
तेथील बाटल्यांची संख्या किती असेल ?

3. 	दि लेल्या संख्या या दोन किवा दोनापेक्षा जास्त घातांकामध्ये तीन वेगवेगळ्या पध्दतीने लिहा. घातांक हा 
कोणताही परू्णांक अस ूशकतो.

	 (i) 643 	    (ii) 1928 	 (iii) 32-5

4. 	 खालील प्रत्येक विधानाच ेकाळजीपरू्वक परिक्षण करा आणि ते ‘नेहमी सत्य’ ‘कधीतरी सत्य’ किवा ‘कें व्हाही 
सत्य नाही’ आहते का ते शोधा तमुच्या कारणाच ेस्पष्टीकरण द्या.

(i) घन संख्या या वर्ग संख्या सधु्दा असतात.

(ii) चौथा घातांक असलेल्या संख्या सधु्दा वर्ग संख्या असतात.

(iii) संख्येच्या पाचव्या घातांकाला त्याच संख्येच्या 3 घातांकाने (घनाने) भाग जातो.

(iv) दोन घन संख्यांचा गणुाकार हा घन संख्या असते.

(V) q46  ही दोन्ही 4 घातांक आणि 6 घातांक आह.े (q ही मळु संख्या आह)े

5. 	 खालील संख्याना सरळरूप दऊेन घातांक रुपात लिहा.

(i)	 10–2 × 10– 5 	 (ii)	 57 ÷ 54

	 (iii)	 9–7 ÷ 94	   (iv)	 (13– 2)
– 3

	 (v)	 m5n12(mn)9

6.	  जर 122 = 144 तर खालील किमती लिहा.

	 (i)	    (1.2)2				    (ii)      (0.12)2

	 (iii)	 (0.012)2	 (iv)	 1202
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7.  	 खालीलपैकी समान असणाऱ्या संख्यांना गोल करा.

24 × 36        64 × 32        610        182 × 62        624

8. 	 खालीलपैकी प्रत्येकातील मोठी संख्या ओळखा.

(i)	 43 किवा 34		      (ii)  28 किवा 82		   (iii)	 1002 किवा 2100

9. 	 एका दधुाच्या डेअरीमध्ये एका वर्षाला 8.5 अब्ज दधुाची पाकिट तयार करण्याची योजना केली तर त्याना एक 
वेगळी संकेत संख्या (ओळख) प्रत्येक पाकिटासाठी करायची आह.े जर त्यानी 0-9 ह े अकं वापरले तर 
त्यांच्या संकेतामध्ये किती अकं अस ूशकतील ? 

गणिती बोल
10. 	 64 ही वर्ग संख्या (82) आणि घन संख्या (43) आह.े अशा इतर कांही संख्या आहते का ज्या 

दोन्ही वर्ग आणि घन आहते ? सामान्यपण ेअशा संख्यांच ेवर्णन करण्याची पध्दत आह ेका ?

11. 	 एका डिजीटल लॉकरमध्ये मळुाक्षरे आणि संख्यांचा (अकं आणि अक्षरे दोन्ही आहते) पासवर्ड लांबी 5 
आह.े कोडच ेउदाहरण G89P0, 38098, BRJKW आणि 003AZ आहते. असे किती कोड बनविण ेशक्य  
आह े?

12. 	 2024 मध्ये जगातील में�ांची संख्या समुारे 109 आणि शळेींची संख्या सदु्धा सारखीच आह.े तर में�ा आणि 
शळेी याची एकूण लोकसंख्या किती ?

	 (i)      209			     (ii)    1011		           (iii)     1010

	 (iv)	 1018	 (v)	 2 × 109	 (vi)	 109 + 109

13. 	 खालील उदाहरणांच ेवैज्ञानिक चिन्हांने उत्तर सोडवा आणि लिहा.

(i) 	 जर जगातील प्रत्येक व्यक्तीजवळ 30 कप�ाच ेतकुडे असतील तर एकूण कप�ाच्या तकु�ांची 
संख्या काढा.

(ii) 	 जगामध्ये समुारे 10 कोटी मधमाशांच्या वसाहती आहते. जर प्रत्येक वसाहतीमध्ये 50,000 मधमाशा 
आहते तर एकूण मधमाशांची संख्या काढा.

(iii) 	मानवी शरिरामध्ये समुारे 38 ट्रिलियन जीवाण ूपेशी आहते तर जगातील सर्व मानवामध्ये वास्तव करत 
असलेल्या जीवाणूचंी लोकसंख्या काढा.

(iv) 	संपरू्ण आयषु्यामध्ये जेवण करण्यासाठी घालविलेला एकूण वेळ काढा.

14. 	 1 अरब / 1 अब्ज सेकंदापरू्वीची तारीख कोणती ?				          	
प्रयत्न करा
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� 	आम्ही कांही परिस्थितींच ेविश्लेषण केले. प्रश्न विचारले आणि प्रथम उत्तराचा अदंाज करायला 
लावनू, नंतर विधानांच ेनमनेु बनविले, त्यानंतर गणना करण्यासाठी  गहृीतके आणि अदंाजे निष्कर्ष 
काढून त्यांची उत्तरे शोधली.

� 	जलद घातांक वाढ तिला गणुाकारात्मक वाढ असेही म्हणतात. याची तलुना बेरजेच्या वाढीशी 
कशी करता येते ह ेअनभुवले आह.े

�� na ह ेn × n × n × n × …..... × n (n चा त्याच्याशीच a वेळा गणुाकार) आणि n–a= 
1
na .

�� घातांकाच्या क्रिया.

yy na × nb = na+b	

yy (na)b = (nb)a = na × b

yy na ÷ nb = na – b (n ≠ 0)

yy na × ma = (n × m)a

yy na ÷ ma = (n ÷ m)a (m ≠ 0)

yy n0 = 1 (n ≠ 0)

�� 308100000 या संख्येच ेवैज्ञानिक चिन्ह ह े3.081 × 108 आह.े कोणत्याही संख्येचा वैज्ञानिक 
चिन्हाचा प्रमाणित नमुना x × 10 y,  जेथे x ≥ 1 आणि x < 10 आणि y हा परू्णांक आह.े

�� एखादी संख्या किवा राशी ही किती मोठी आह ेह ेसमजनू घणे्यासाठी मनोरंजक विचारांच्या प्रयोग 
वापरण्यात गुंतले जाऊ शकते.

सारांश [Summery]
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ही को�ाची वेळ 

दहाच ेलोकविलक्षण

हा खळे खळेण्यासाठी जोडीदाराचा शोध घ्या. 10 सेकंदामध्ये जी व्यक्ती 0 - 9  
अकं आणि अकंगणिती क्रिया वापरुन मो�ात मोठी संख्या किवा पदावली लिहीते 
ती व्यक्ती जिंकते.  

पहिल्या फेरीमध्ये रॉक्सीने: 10000000000000 लिहिले आणि ईस्तूने  
999999 × 999999 लिहिले. या दोन्ही संख्येपैकी रॉक्सीची संख्या मोठी आह.े  
तमु्ही का ह ेसांग ूशकाल का ? रॉक्सींची संख्या ही 1013 आह.े तर ईस्तूची संख्या  
ही (106)2 पेक्षा लहान आह.े

दसुऱ्या फेरीमध्ये रॉक्सीने 101000 + 101000 + 101000 + 101000 लिहिले आणि 
ईस्तूने (101000000) × 9000 लिहिले. यापैकी कोणते मोठे ते तमु्ही सांग ूशकाल का ?

वेगवेगळ्या फेऱ्यांसाठी तमु्ही खालील अटी विचारात घऊे शकता.

(i) 	 घातांकाचा वापर करायचा नाही. फक्त बेरीज करायची

(ii) 	 घातांकाचा वापर करायचा नाही. फक्त बेरीज आणि गणुाकार करायचा.

(iii) 	घातांक वापरण.े फक्त बेरीज करण.े

(iv) 	घातांक वापरण.े कोणत्याही अकंगणिती क्रिया वापरण.े

तमु्ही तमुच्या स्वतःच्या अटी तयार करु शकता आणि / किवा जास्तीत जास्त 
लोकांचा खळेात एकत्रितपण ेसमावेश करु शकता.
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सखं्यांची कहाणी3

3.1 रीमाची उत्सुकता [Reema’s Curiosity]

एका कंटाळवाण्या (आळशी) दपुारी, रीमा एका जनु्या पसु्तकाची पाने परतत होती. तेव्हा अचानक ! त्यावेळी 
कागदाचा एक तकुडा बाहरे पडला आणि जमिनीवर तरंगत होता. तिने तो उचलला आणि त्यावरील विचित्र 
चिन्हांकडे पाहत राहिली. “ह ेकाय आह”े ? याच ेतिला आश्चर्य वाटले.

“ती कागदाला जण ूकांही गपु्त खजिना असल्यासारख ेपकडून आपल्या वडिलांच्याकडे धावत गेली. त्यांनी 
त्याच्याकडे पाहिले आणि हसले. “समुारे 4000 वर्षापरू्वी, आशिया खडंाच्या पश्चिम भागात मसेापोटेमिया नांवाची 
एक नागरी संस क्ृ ती भरभराटीला आली होती, ज्यामध य्े सध्याच्या इराकचा कांही भाग आणि इतर शजेारील दशे 
आहते. त्यांनी संख्या लिहिण्याची एक पध्दत दिली आह”े

रीमाच ेडोळे चमकले, “खरच ? ही विचित्र चिन्हे संख्यांची आहते का ?” तिची उत्सुकता उत्तेजित झाली 
आणि तिच्या डोक्यात प्रश्न फिरु लागले.

मानवाने कें व्हापासनू 
मोजायला सरुुवात 

केली आह े?

त्यांना मोजण्याची 
गरज का पडली ? ते 
काय मोजत होते ?

लोक कधीपासनू 
आधनुिक 

स्वरुपातील संख्या 
लिहू लागले आहते?.

मसेापोटेमियम लोकांनी 
20%, 50%, 100% 
कसे लिहिले असावे?

(A Story of Numbers)
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तिची उत्सुकता ओळखनू तिच्या वडिलानी सांगायला सरुुवात केली की, कालांतरानसुार संख्यांची कल्पना 
आणि संख्या दर्शविण्याच्या पध्दती भौगोलीक क्षेत्रामध य्े कशा विकसित झाल्या आणि आधनुिक कार्यक्षम 
स्वरुपामध य्े कशारितीने पोहोचल्या. त्यांच्या बरोबर भतूकाळामध य्े प्रवास करण्यास तयार राहा.

अगदी पाषाण यगुाच्या सरुुवातीच्या काळातही मानवाला मोजण्याची गरज होती 
त्यांच्या जवळील आहाराच ेप्रमाण, त्यांच्याकडील असलेल्या प्राण्यांची संख्या, वस्तूंच्या 
व्यापाराची माहिती, धार्मिक विधींच्यावेळी दिल्या जाणाऱ्या भटे वस्तू इत्यादी नि�श् चत 
करण्यासाठी मोजण ेगरजेच ेहोते. त्यांना निघनू गेलेल्या दिवसांची माहिती ठेवायची होती, 
उदाहरणार्थ अमावस्या, पौर्णिमा किवा ऋतूंची सरुुवात केव्हा घडली ह ेजाणनू घ्यायच े
व भाकीत करायच ेहोते. तरीपण, जेव्हा ते अशा संख्याविषयी सांगत किवा लिहित होते 
तेव्हा त्यांनी आज आपण वापरत असलेल्या संख्या वापरल्या नाहीत.

आज आपण वापरत असलेल्या आधनुिक मौखिक आणि लिखीत संख्यांची रचना हजारो वर्षापरू्वी भारतात 
उगम पावली आह ेप्राचीन भारतीय ग्रंथ यजरु्वेद संहिता’ मध य्े 10 च्या घातांकावरील संख्यांची नांवे नमदू केली 
आहते. जसे, आज आपण मौखिकरित्या म्हणत आलो आह.े उदाहरणार्थ, त्यांनी एक (एका), दहा (दशा), शभंर 
(शत), हजार (सहस्त्र), दहा हजार (अयतुा) इत्यादी नावांची सर्व यादी बनविली 1012 आणि त्यापढुील सधु्दा.

बखशाली हस्तलिखीतमधील शून्य

आज आपण ज्या पध्दतीने 0 ते 9 अकं वापरुन संख्या लिहितो, 
त्यांची उत्पत्ती आणि विकास 2000 वर्षापरू्वी भारतात झाला आह.े 
0 या अकंासह दहा अकं वापरुन संख्या लिहिण्याच्या पध्दतीची 
(ज्याला बिद ू असे संबोधण्यात आले) पहिली घटना ‘बखशाली’ 
हस्तलिखीत (इ.स. 3 ऱ्या शतकात) घडून आली. आर्यभट्ट (समुारे 
499 इ.स.) मधील ह े पहिले गणिततज्ञ होते ज्यांनी 10 चिन्हांच्या 
भारतीय पध्दतीची परू्णपण ेस्पष्टीकरण दिले आणि त्यांची विस्तृत वैज्ञानिक गणना केली.

इ.स. 800 च्या  समुाराला अरब जगात भारतीय संख्या पध्दती प्रसारीत झाली. महान प्रसिद्ध पर्शियन गणिततज्ञ 
अल-ख्वारिझ्मी (ज्यांच्या नावावरुन अल्गोरिथम हा शब्द ठेवण्यात आला) यांनी आपल्या ऑन द कॅलक्युलेशन 
विथ हिदं ू न्यूमरल्स् (समुारे 825) या पसु्तकाद्वारे आणि तत्वज्ञानी अल-किदी यांच्या ऑन द यजू ऑफ द हिदं ू
न्यूमरल्स या (समुारे 830) पसु्तकाव्दारे अरब जगात लोकप्रिय बनविली.

अरब जगापासनू समुारे 1100 इ.स. मध य्े हिदं ूअकं यरुोप आणि आफ्रिकेच्या कांही भागात पोहोचले जर 
 

अल-ख्वारिझ्मी यांच ेहिदं ूअकंासह गणना करण्याच ेकार्य लॅटिनमध य्े अनवुादित झाले असले तरी, इटलीच ेगणिततज्ञ 
फिबोनाची यांनी 1200 च्या समुारास यरुोपला भारतीय अकंाचा अवलंब करण्यास भाग पाडले, तरीसदु्धा, रोमन 
अकं त्यावेळी यरुोप विचारसरणी आणि लेखनामध य्े इतके रुजले होते की भारतीय अकंाचा वापर अनेक शतकापर्यंत 
वाढू शकला नाही. परंत ुशवेटी यरुोप पनुर्जागरण काळात आणि 17 व्या शतकापर्यंत त्यांचा वापर न करण ेअशक्य 
बनले नाहीतर वैज्ञानिक विकासाला अडथळा येईल.
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“दहा चिन्हांचा गट (प्रत्येक चिन्हाला स्थान मलू्य आणि निरपेक्ष मलू्य आह)े वापरुन प्रत य्ेक संभाव्य 
संख्या व्यक्त करण्याची कल्पक पध्दत भारतामध य्े उद‌याला आली. आजकाल ही कल्पक पध्दत इतकी सोपी 
वाटली की तिच ेमहत्व आणि सखोल अभ्यास आता समजला जात नाही त्याचा साधपेणा हा गणना सलुभ 
करण्याच्या आणि उपयकु्त शोधामध य्े अकंगणिताला अग्रस्थानी ठेवण्याच्या पध्दतीमध य्े आह!े”

— पियरे सायमन लापलेस (1749 - 1827)

त्यांचा वापर त्यानंतर प्रत य्ेक खडंामध य्े पसरला आणि आत्ता त्याचा वापर जगाच्या प्रत्येक कोपऱ्यात होत 
आह.े

कारण यरुोपमधील विद्वानांनी अरब जगापासनू भारतीय अकं शिकले. यरुोपचा दृष्टीकोन प्रतिबिबीत 
करण्यासाठी त्यांना ‘अरेबिक अकं’ असे म्हटले आह.े दसुऱ्या बाजनेू वर नमदु केल्याप्रमाण ेअल-ख्वारिझ्मी आणि 
अल-किदी या अरब विद्वानांनी त्यांना “हिदं ूअकं “म्हटले आह.े यरुोपच्या वसाहतवादाच्या वेळी यरुोपियन शब्द 
अरेबिक मो�ा प्रमाणात वापरला जाऊ लागला. तरीपण, अलिकडच्या काळामध य्े यरुोपसह संपरू्ण जगामध य्े अनेक 
पा�पसु्तके आणि कागदपत्रामध य्े ही चकु दरुुस्त केली जात आह.े आज आपण वापरत असलेल्या संख्यासाठी 
सर्वात जास्त वापरलेल्या संज्ञा ‘हिदं ुअकं’, भारतीय संख्या’ आणि संक्रमणकालीन ‘हिदं ूअरेबिक अकं’ आहते. 
ह ेलक्षात घणे्यासारख ेआह ेकी येथे ‘हिदं’ू हा शब्द धर्माचा संदर्भ दते नाही. तर भौगोलीक / लोकांचा संदर्भ दतेो 
जेथनू या संख्या आल्या.

भारतीय संख्या पध्दतीमधील संख्या लिहिण्यासाठी वापरल्या जाणाऱ्या 0, 1, 2,.......... 9 या अकंाचा 
आकार कालांतराने विकसित झाला आह ेतो खालीलप्रमाण ेदर्शविला आह.े

हिदं ूसंख्या पध्दतीमध्ये वापरलेली अकंांची उत्क्रांती

ब्रम्ही

हिदं-ू ग्वाल्हेर

संस क्ृ त - दवेनागरी

11 वे शतक (एपिसेस)

15 वे शतक 16 वे शतक (�ूरर)

पश्चिम अरेबिक (लीड) परू्व अरेबिक
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भारतीय संख्या पध्दतीमध य्े वापरल्या जाणाऱ्या संख्यांची उत्क्रांती, भारतीय संख्या पध्दतीचा जागतिक 
स्तरावर उपयोग होण्यापरू्वी लोकांच ेवेगवेगळे गट संख्या दर्शविण्याच्या वेगवेगळ्या पध्दतीचा वापर करत होते.

त्यापैकी कांहीची झलक पाहू. आपण वेगवेगळ्या पध्दती क्रमानसुार पाहणार नाही परंत ुसंख्या दर्शविण्याच्या 
कल्पनेच्या विकासातील मखु्य टप्पे दाखविणारा क्रम पाहणार आहोत.

परंत ु प्रथम मोजण्यासाठी आवश्यक असलेल्या कांही मलुभतू कल्पनांचा शोध घऊेया आणि दिलेल्या 
संग्रहातील वस्तूंची संख्या निश्चित करुया.

मोजण्याचे कार्य तंत्र [The Mechanism of Counting]

समुारे दहा हजार वर्षापरू्वीच्या पाषाण यगुात जगत आहोत अशी कल्पना करा. समजा की आपल्याकडे 
गायींचा एक कळप आह.े आपण आपल्या कळपाविषयी कांही नैसर्गिक प्रश्न येथे विचारू शकतो जसे की,

	प्रश्न 1. सर्व गायी चरल्यानंतर सरुक्षितपण ेपरत आल्या आहते याची खात्री आम्ही कशी करावी?

गणिती बोल	प्रश्न 2. आपल्याजवळ शेजाऱ्यांपेक्षा कमी गायी आहते का? 				       

	प्रश्न 3. जरी कमी गायी असतील तर आपल्या शेजाऱ्या इतक्या गायी होण्यासाठी आम्हाला 
आणखी किती गायींची आवश्यकता असेल ?

हिदं ूसंख्या पद्धतीतील संख्यांची नांवे लिखीत संख्या उपयोग न करता आपल्याला या प्रश्नांची उत्तरे द्यावयाची 
आहते. आम्ही ते कसे करू शकतो? 

येथे कांही संभाव्य पध्दती आहते

पध्दत 1: आपण खडे, का�ा किवा मबुलक प्रमाणात उपलब्ध असलेल्या कोणत्याही वस्तूंचा वापर करुन 
प्रश्न सोडव ूशकतो चला तर निवडूया. कळपातील प्रत य्ेक गायीसाठी एक काठी ठेव ूशकतो. का�ांच्या अतंिम 
संग्रहातनू गायींची संख्या समजते. ज्याचा वापर करून कोणत्याही गायी हरवल्या आहते का ते तपासता येते.
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प्रत य्ेक गायीला एका काठीशी जोडण्याच्या या पध्दतीला, जणेकेरून एका काठीला दोन गायी जोडल्या जाणार 
नाहीत किवा प्रतिचित्रण केल्या जाणार नाहीत त्याला एकानंतर एक प्रतिचित्रण असे म्हणतात.

या प्रतिचित्रणाचा उपयोग कोष्टकात दाखविल्याप्रमाण ेसंख्या दर्शविण्याची पध्दत शोधण्यासाठी केली जाऊ 
शकते.

सखं्या ते दर्शविण्याची पध्दत (का�ा वापरुन)

1

2

3

4

5
.
.
.

.

.

.

 	 इतर दोन प्रश्नांची उत्तरे (प्रश्न 2 आणि प्रश्न 3) दणे्यासाठी तमु्ही अशा का�ांचा वापर कसा कराल ?  

पध्दत 2. आम्ही वस्तूंएवेजी ध्वनी किवा नांवाचा एक प्रमाणित क्रम वापरु शकतो. उदाहरणार्थ, आम्ही 
कोणत्याही भाषेतील मळुाक्षरांच ेध्वनी वापरु शकतो. गणना करताना आम्ही वस्तू आणि मळुाक्षरामध य्े एकानंतर 
एक प्रति चित्रण करू शकतो म्हणजेच मळुाक्षर क्रमानसुार मोजण्यासाठी प्रत य्ेक वस्तूला एक मळुाक्षर जोडा. या 

प्रतिचित्रणाचा वापर संख्या मौखिकपण े दर्शविण्यासाठी केला जाऊ शकतो. उदाहरणार्थ, जर आम्ही ‘a’ ते ‘z’ 
पर्यंतची इगं्रजी मळुाक्षरे वापरली तर संख्या दर्शविण्यासाठी आम्ही खालील कोष्टक वापरु.

सखं्या ते दर्शविण्याची पध्दत  
(ध्वनी किवा नांवे वापरुन)

1

2

3

4

5
.
.
.

26

.

.

.

a

b

c

d

e

z
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या स्वरुपात फक्त इगं्रजी वर्णमालेतील मळुाक्षरे वापरण्याची एक स्पष्ट मर्यादा म्हणजे 26 पेक्षा जास्त वस्तू 
असलेल्या सगं्रहांची गणना करण्यासाठी याचा वापर करता येत नाही. 			       

गणिती बोल 	तमुच्या भाषेतील मळुाक्षरांच्या ध्वनींचा वापर करून तमु्ही या पध्दतीने किती संख्या दर्शव ू
शकता ?

पध्दत 3: आम्ही खालील प्रमाण ेलिखीत चिन्हांचा क्रम वापरु शकतो.

संख्या 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

चिन्हे वापरुन दर्शविणे I II III IV V VI VII VIII IX X

संख्या 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

चिन्हे वापरुन दर्शविणे XI XII XIII XIV XV XVI XVII XVIII XIX XX

कोष्टक 1

	 मो�ा संख्या दर्शविण्यासाठी सधु्दा ही पध्दत पढेु तमु्ही पाहू शकाल का ? कसे ?

वरील चर्चेमधनू आम्हाला असे दिसनू येते की, संग्रहाची गणना करण्यासाठी आणि आकार शोधण्यासाठी 
आम्हाला वस्तूंचा एक प्रमाणित क्रम, नांवे किवा लिखीत चिन्हे एका ठराविक क्रमानसुार आवश्यक आहते. या 
प्रमाणित क्रमाला सखं्या पद्धती असे म्हण ूशकतो. एकानंतर एक प्रतिचित्रणाची गणना वस्तूंच्या सगं्रहातील आणि 
प्रमाणित क्रमाच्या क्रमाचा वापर करून केला जातो.

संख्यांना अतं नसल्यामळेु, अशा न संपणाऱ्या प्रमाणित क्रम किवा संख्या पध्दतीचा शोध लावण ेह ेएक 
आव्हान असल्यामळेु गणना करण ेसोपे जाईल. का�ांचा उपयोग केल्याने न संपणाऱ्या प्रमाणित क्रम किवा संख्या 
पद्धती मिळते. तथापि मो�ा संख य्ेची गणना करण ेसोयीस्कर नाही कारण आम्ही मोजल्या जाणाऱ्या वस्तूंच्या 
संख य्ेइतक्याच का�ा लागतील. पध्दत 2 प्रमाण ेभाषतेील मळुाक्षरांच्या ध्वनीचा उपयोग या गणना पद्धतीसाठी 
सोयीस्कर आह ेपरंत ूती कधीही न संपणारा प्रमाणित क्रम किवा संख्या पद्धत नाही. पध्दत 3 मध य्े दिलेला प्रमाणित 
क्रम किवा संख्या पध्दत प्रत्यक्षात हिदं ू संख्या पध्दतीने बदलण्यापरू्वी यरुोपमध य्े वापरली जाणारी पध्दत होती 
तिला रोमन सखं्या पध्दत म्हणतात. ती यरुोपमध य्े अनेक शतकापर्यंत मो�ा प्रमाणात वापरली जात होती आणि 
अनेक कारणासाठी सोयीस्कर होती. परंत ुत्यामध य्े एक समानता अधिका अधिक चिन्हे सादर केल्याविना कोणीही 
अनियत्रितपण ेमो�ा संख्या लिहू शकत नाहीत. संख्या लिहिण्याच्या या पध्दतीविषयी आम्ही नंतर अधिक माहिती 
मिळव ूया.
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तीन पद्ध‌तीनी स्पष्ट केल्याप्रमाण ेइतिहास आम्हाला भौतिक वस्तू (जशा की का�ा, शरिराच ेभाग इत्यादी 
प्रमाण)े नांवे  आणि लिखीत चिन्हे वापरून तयार केलेल्या संख्या पद्धतीची उदाहरण ेदतेो. लोकांच्या कांही गटानी 
भौतिक वस्तू तसेच नांवे या दोन्हीव्दारे दर्शविलेली होती तर चिनी लोकांनी इतरांप्रमाण ेदर्शविणारी तीन रूपे दाखविली 
आहते. लिखीत संख्या पध्दतीमध य्े आढळणाऱ्या या चिन्हांना सखं्या वाचके असे म्हणतात. उदाहरणार्थ 0,1, 5, 
36, 193,....... इ. कांही संख्या हिदं ूसंख्या पद्धतीत आढळतात. लहान संख्या दर्शविणाऱ्या संख्यांना नेहमीच 
नांवे असत आणि म्हणनूच लिखीत चिन्हाने बनलेली संख्या पध्दती नावांने बनलेली संख्या पध्दतीशी आधनुिक 
काळातील हिदं ूपध्दतीमध य्े जळुत असेल !

	 शोधा पाहू	. [Find it out] 							           

गणिती बोल
1. 	त मु्ही पध्दत 1 प्रमाण ेसंख्या दर्शविण्यासाठी का�ा वापरणारी संख्या पध्दत वापरत आहात 

असे समजा. हिदं ूसंख्या पध्दतीतील संख्यांची नांवे किवा अकं न वापरता दोन संख्या किवा 
का�ांच्या दोन संग्रहांची बेरीज, वजाबाकी, गणुाकार आणि भागाकार करण्याची पध्दत लिहा. 

गणिती बोल
2.	 पध्दत 2 मध य्े संख्या पध्दती वाढविण्याचा एक मार्ग म्हणजे एकापेक्षा जास्त मळुाक्षरे 

असलेल्या तारा वापरण ेहोय - उदाहरणार्थ, आम्ही 27 साठी ‘aa’ वापरू शकतो. सर्व संख्या 
दर्शविण्यासाठी तमु्ही ही पध्दत कशी वाढव ूशकता ? ह ेकरण्याच ेअनेक मार्ग आहते ?

3.	  तमुची स्वत:ची संख्या पध्दत बनविण्याचा प्रयत्न करा.				    प्रयत्न करा

3.2  पूर्वीच्या कांही सखं्या पध्दती [Some Early Number Systems]

(i)	 शरिराच्या भागांचा वापर

जगभरातील अनेक लोकांच्या गटानी गणनेसाठी त्यांच ेहात आणि शरिराच ेभाग वापरले आहते. पापआु न्यू 
ग्युनिया मधील लोकांचा गट त्यांच्या शरिराच ेभाग ह ेप्रमाणित क्रम किवा संख्या पद्धत म्हणनू कसा वापर करत होते 
आणि अजनूही ते त्या पद्धतीचा वापर करत आहते.

(ii)	 हाडे आणि इतर पषृ्ठभागावरील ताळा खुणः

संख्या दर्शविण्याची सर्वात जनुी पध्दत म्हणजे खाच बनविणःे हाडे किवा गहुचे्या भितंीसारख्या पषृ्ठभागावर 
कापलेल्या खणुा या खणुाना ताळा खुणा म्हणतात.
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या पध्दतीमध य्े मोजले गेलेल्या प्रत य्ेक वस्तूसाठी एक खणू केली जाते. म्हणनू गणुकांचा अतंिम संग्रह वस्तूंची 
एकूण संख्या दर्शवितो. ही पध्दत मोजण्यासाठी का�ा वापरण्याच्या पध्दतीसारखीच आह े(पध्दत 1) फक्त काठी 
जोडण्या ऐवजी खणु केली जाते. 

परुातन वास्तुशास्त्रज्ञाना 20,000 वर्षा परू्वीची अशी हाडे सापडली आहते की त्याच्यावर ताळा खणुा आहते 
असे दिसनू येते. संख्या दर्शविणाऱ्या खणुा असलेली सर्वात जनुी माहितीची हाडे म्हणजे इशांगो हाड आणि लेम्बोंबो 
हाड, 20,000 ते 35,000 वर्षापरू्वीची इशांगो हाडे कांगोच्या लोकशाही प्रजासत्ताकात सापडली होती. त्याच 
स्तंभामध य्े मांडलेल्या खाचा आहते. ज्या कदाचित दिनदर्शिका पध्दत दर्शवितात. दक्षिण अाफ्रिकेमध य्े शोधलेले 
लेम्बोंबो हाड ह े29 खाचासह 44,000 वर्षा परू्वीच ेजनेु असल्याचा अदंाज वर्तविण्यात आला आह ेआणि ह ेसर्वात 
जनु्या गणितीय कलाकृत ीपैकी एक मानले जाते. जे कदाचित चदं्र दिनदर्शिका किवा ताळा काठी म्हणनू काम करत 
असेल.

लेम्बोबो हाड इशांगो हाड

(iii)	द ोनच्या पट्टीत मिळविलेल्या सखं्याची नाव. 

आस्ट्रेलियातील स्थानिक लोकांच्या एका गटाला गमुलुगल ह े त्यांच्या संख्यांसाठी खालील शब्द वापरत 
होते.
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गुमुलगल

(ऑस्ट्रेलिया)

1.    यरुापोन

2.    उकासर

3.    उकासर - यरुापोन

4.    उकासर - उकासर

5.    उकासर - उकासर - यरुापोन

6.    उकासर - उकासर - उकासर

	 त्यांच्या संख्यांची नांवे कशी तयार झाली ह ेतमु्ही पाहिलंत का ?

	 1 आणि 2 या संख्यांच्या नांवापासनू 3 या संख य्ेच ेनाव बनविलेले आह.े 4 या संख य्ेच ेनांव 2 या संख य्ेच्या 
नांवाच्या दोन घटनांनी बनलेले आहे

 इतर संख्यांची नांवे कशी तयार होतात ह े तमु्ही कसे पाहू शकता ? संख्या 2 मध य्े मोजल्या जातात, 
ज्यांचा वापर करुन संख्यांची नांवे तयार केली जातात. 3 = 2 + 1,  4 = 2 + 2,  5 = 2 + 2 + 1,  
6 = 2 + 2 + 2 

6 पेक्षा मो�ा संख य्ेला गमुलुगल यांनी रास म्हटले आह.े

या संख्या पद्धतीनी संबंधित एक अतिशय मनोरंजक आणि गोंधळात टाकणारी ऐतिहासिक घटना आह.े 
दक्षिण अमरेिकेतील स्थानिक लोकांच्या गटाच्या आणि दक्षिण आफ्रिकेतील बशुमन लोकांच्या खालील संख्या 
पद्धती पहा. 

नकाशा प्रमाणात नाही

भारत

गमुलुगलबशुमने
बकाइरी

1	 -	 tokale टोकले
2	 -	 ahage अहगे
3	 -	 ahage tokale अहगे टोकले
		  (or ahawao) (किवा अहवाओ)
4	 -	 ahage ahage tokale 
		  अहगे अहगे टोकले
5	 -	 ahage ahage ahage
		  अहगे अहगे अहगे

1	 -	 xa क्सा
2	 -	 t'oa टोआ
3	 -	 'quo कोआ
4	 -	 t'oa-t'oa टोआ-टोआ
5	 -	 t'oa-t'oa-t'a टोआ-टोआ-टा
6	 -	 t'oa-t'oa-t'oa टोआ-टोआ-टोआ

1 - यरुापोन
2 - उकासर
3 - उकासर-यरुापोन
4 - उकासर-उकासर
5 - उकासर उकासर-यरुापोन
6 - उकासर-उकासर-उकासर
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भौगोलिकदृ‌ष्या इतके दरू अतंर असनू दखेील आणि त्यांच्यामध य्े थोडाही संबंध नाही, तरीही या तिन्ही 
गटांनी, सममलू्य संख्या पद्ध‌ती विकसित केली आह.े ह ेकसे घडले याबदल इतिहासकारांना आश् चर्य वाटले आह!े 
एक सिद्धांत असा आह ेकी, या तीन गटांच्या लोकांच ेपरू्वज समान असावेत, ज्यांनी ही संख्या पध्दती वापरली, 
कालांतराने त्यांच ेवंशज या ठिकाणी स्थलांतरीत झाले.

जरी गमुलुगल संख्या पध्दतीमध य्े फक्त 6 पर्यंत संख्यासाठी संख्यांची नांवे होती तरीही आपण तेथे एका 
कल्पनेचा उद‌य पाहू शकतो. उदाहरणार्थ, ताळा पद्धतीपेक्षा संख्या दर्शविण्याकरीता 2 च्या मध य्े मोजण ेअधिक 
कार्यक्षम आह.े वेगवेगळ्या संख्या पध्द‌तीमध य्े या कल्पनेमध य्े घतेलेला एक सामान्य प्रकार खालीलप्रमाण ेआह.े 
एका विशिष्ट संख य्ेच्या गटामध य्े गणना करा (जसे की गमुलुगल पध्दतीमध य्े 2 च्या बाबतीत) आणि मो�ा 
संख्या दर्शविण्यासाठी या गट आकाराशी संबंधित शब्द किवा चिन्ह वापरत होते. वेगवेगळ्या संख्या पध्दतीमध य्े 
सामान्यपण ेवापरल्या जाणाऱ्या कांही गट आकार 2, 5, 10 आणि 20 आहते. रोमन पध्दतीत (कोष्टक 1) तमु्हाला 
5 च्या संख्यांची गणना करण्याची कल्पना सापडेल.

विशिष्ट गट आकारात गणना करण ेआणि संख्या दर्शविण्यासाठी त्यांचा वापर करण ेही कल्पना संख य्ेच्या 
पध्दतीच्या उत्क्रांतीच्या इतिहासात एक महत्वाची गोष्ट आह.े

लोकांना या कल्पनेकडे घऊेन जाणारी एक घटना म्हणजे संग्रहाचा आकार एका दृष्टीक्षेपात त्वरीत जाणनू 
घणे्याची मानवी मर्यादा होय खालील कृत ीसाठी प्रयत्न करुया.

	खालील प्रत्येक रकाण्यातील वस्तूंची संख्या जलदपण ेमोजा.

गणना न करता तमु्ही किती गट आकारापर्यंतच्या वस्तूंची संख्या पाहून लगेच सांग ूशकता? बहुतेक मानवाला 
एकाच दृष्टीक्षेपात 5 किवा 5 पेक्षा अधिक वस्तू असलेल्या गटांची गणना करण ेकठीण जाते. 

गणिती बोल
या आकलन मर्यादमेळेु गणती खणुा वापरणाऱ्या लोकांना 5 खणुांच्या प्रत य्ेक गटाच्या जागी 

एक नवीन चिन्ह वापरण्यास कोष्टक 1 मधील पध्दतीत प्रवृत्त केलेले दिसनू येते.
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	फक्त एका विशिष्ट आकारातील संख्या पद्ध‌ती वापरली असता कोणत्या अडचणी येऊ शकतात ? फक्त 5 ने  
मोजल्या जाणाऱ्या संख्या पध्दतीमध य्े तमु्ही 1345 सारख्या संख्या कशा दर्शवाल ? 

जरी विशिष्ट आकाराच्या गटामध य्े मोजणी करून संख्या दर्शविण ेही ताळा पद्धतीपेक्षा अधिक सोयीस्कर 
आह.े तरी पण मो�ा संख्यासाठी ही पद्धत त्रासदायक बन ूशकते पढुील पध्दत ही या कल्पनेच ेपरिशीलन दर्शवित.

(iv) रोमन सखं्या [The Roman Numerals] 

रोमन संख्या पध्दतीमध य्े (कोष्टक 1) 20 पर्यंतच्या संख्या आपण यापरू्वी पाहिल्या आहते. आपण पाहिले आह े
की 1 साठी I, 5 साठी V आणि 10 साठी X वापरतात.

39 पर्यंतच्या कोणत्याही संख य्ेचा रोमन अकं मिळविण्यासाठी प्रथम तो शक्य असलेल्या 10 च्या गटामध य्े 
मांडला जातो आणि नंतर शक्य असलेल्या 5 च्या गटामध य्े आणि शवेटी 1 च्या गटामध्ये मांडणी केली जाते. 

उदाहरणार्थ: चला तर आपण 27 ही संख्या घऊेया

27 = 10 + 10 + 5 + 1 + 1

म्हणनू 27 ही रोमन संख्या पध्दतीमध य्े XXVII असे लिहितात. 

50 ला XXXXX असे दर्शविण्याऐवजी त्याला एक नवीन चिन्ह दिले आह ेते म्हणजे L. हीच पध्दत वापरुन 
4 ही संख्या 5 पेक्षा 1 ने कमी म्हणनू दर्शविली जाते - म्हणजेच IV त्यामळेु 40 ही संख्या 50 पेक्षा 10 ने कमी अशी 
दर्शविली जाते. ते म्हणजे XL तरीपण ही पद्धत वापरण्यात लोक नेहमीच या पध्दतीशी ससुंगत नव्हत. कांही वेळेला 
40 ह ेXXXX असे दर्शवित होते.

रोमन संख्या पध्द‌तीमध य्े कांही मो�ा संख्या दर्शविण्यासाठी नवीन चिन्हांचा परिचय करून दिला जात होता. 
या नवीन मलुभतू चिन्हे असलेल्या संख्यांना ‘मार्गदर्शक सखं्या’ असे म्हणतात. रोमन संख्या पध्दतीमधील कांही 
मार्गदर्शक संख्या आणि त्यांच्याशी संबंधित संख्या येथे दिलेल्या आहते.

I V X L C D M

1 5 10 50 100 500 1,000
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ही चिन्हे इतर संख्या दर्शविण्यासाठी सधु्दा वापरली जातात. उदाहरणार्थ, 2367 या संख य्ेचा विचार करा ही 
संख्या 1000 पासनू सरुु होणाऱ्या मार्गदर्शक संख्याची बेरीज समजनू लिहिण ेशक्य आह ेते म्हणजे 1000 ही शक्य 
तितक्या वेळा आणि 500 ही शक्य तितक्या वेळा घणे ेआणि पढेु सरुु ठेवले तर आम्हाला मिळेल.

2367 = 1000 + 1000 + 100 + 100 + 100 + 50 + 10 + 5 + 1 + 1

तर रोमन पध्द‌तीमध य्े ही संख्या MMCCCLXII ही आह.े

	 शोधा पाहू. [Find it out]	
1. 	 रोमन पध्दतीमध य्े खालील संख्या दर्शवा.

(i) 1222		  (ii) 2999	 (iii) 302	 (iv) 715

आपण मागे पाहिलेल्या संख्या पध्दतीपेक्षा ही पद्धत किती सोयीस्कर आह ेह ेआपल्याला दिसनू आले आह.े 
ही संख्या पध्दत रोममध य्े समुारे 8 व्या शतकामध य्े ग्रीक संख्या पध्दतीतनू विकसित झाली. रोमन साम्राज्याच्या 
विस्ताराबरोबर ती संपरू्ण यरुोपमध य्े पसरली.

या पध्दतीची कार्यक्षमता ही दिलेल्या संख य्ेच्या केवळ एकाच गटाने नाही तर गटाच्या आकाराच्या 
क्रमामध य्े आहते त्यांना आपण मार्गदर्शक संख्या म्हणतो आणि नंतर या मार्गदर्शक संख्या वापरुन दिलेल्या संख्या 
दर्शविता येतात. संख्या पध्दतीच्या उत्क्रांतीच्या इतिहासातील कल्पना ही एक महत्वाची प्रगती आह.े

जरी रोमन संख्या पध्दतीला सापेक्ष कार्यक्षमता आह,े तरीही ती अकंगणिती क्रिया विशषे करुन गणुाकार 
आणि भागाकर सहजपण ेकरण्यात सक्षम नाही.

	 उदाहरणार्थ: खालील संख्या हिदं ूसंख्या पध्दतीमध य्े बेरीज न करता रुपांतरीत करण्याचा प्रयत्न करा.

(a) CCXXXII + CCCCXIII

चला तर I च्या, X च्या आणि C च्या एकूण संख्या शोधयूा आणि सर्वात मोठी मार्गदर्शक 
संख्या वापरुन त्यांचा गट करुया.

सहजपण ेपाहिले तर सर्वात मोठी मार्गदर्शक संख्या C आह ेअसे दिसते. परंत ुलक्षात घ्या की  
5 C च्या (100 च्या) पासनू एक D (500) बनतात त्यामळेु ती संख्या आह.े
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ह ेतमु्ही आता स्वतः करा.

(b) LXXXVII + LXXVIII							     

प्रयत्न करा
	 रोमन संख्या पध्दतीमध य्े दिलेल्या दोन संख्यांचा गणुाकार तमु्ही हिदं ुसंख्या पध्दतीमध य्े न 

करता कसा कराल ? खालील मार्गदर्शक संख्यांच्या जोडीचा गणुाकार शोधण्याचा प्रयत्न 
करा V × L, L × D, V × D, VII × IX  

गणुाकार 
CCXXXI आणि 

MDCCCLII

लोक रोमन पध्दतीचा वापर करून त्यांच्या अकंगणिती क्रिया करण्यासाठी ‘अॅबकॅस’ नांवाच ेगणना साधन 
वापरुन करत असत. ते काय आहते ते आपण नंतरच्या भागात पाहू. तरीपण केवळ विशषे प्रशिक्षित लोकच 
गणनेसाठी या साधनाचा वापर करत असत. 

वरील प्रमाण ेचर्चा केलेल्या संख्या पध्दतींचा अभ्यास करताना असे समज ूनका की, ऐतिहासिकदृष्टया एक 
पध्दत ही मागील पद्धतीमध य्े सधुारणा म्हणनू विकसित झाली. पढुीलप्रमाण े येणाऱ्या संख्या पध्दतींचा अभ्यास 
करताना हा मदु्दा लक्षात ठेवण ेआवश्यक आह.े प्रत्येक संख्या पध्दती कशा विकसित झाल्या यांची खरी कहाणी 
खपुच गुंतागुंतीची आह ेआणि बऱ्याच वेळा ती स्पष्टपण ेआपल्याला ज्ञातही नाही. त्यामळेु आपण त्यांचा शोध 
घणे्याचा प्रयत्न या प्रकरणात करणार नाही.

	 शोधा पाहू

गणिती बोल

 [Find it out]	
1. 	 पॅसिफिक बेटावरील स्थानिक लोकांचा एक गट वेगवेगळ्या वस्तू मोजण्यासाठी वेगवेगळ्या 

क्रमाच्या संख्याची नांवे वापरत असत. ते तसे का करत होते असे तमु्हाला वाटते ?

गणिती बोल
2. 	 2 ने मोजण्याच्या संख्या पध्दती सारखीच 6 च्या पढुील गमुलुगल संख्या पद्धतीचा संख्याचा 

विस्तार विचारात घ्या. हिदं ुसंख्या पद्धतीचा वापर न करता या पध्दतीमध य्े  येणाऱ्या संख्यासाठी 
वेगवेगळ्या अकंगणिती क्रिया (+, -, ×, ÷) करण्याचा प्रकार शोधा. खालील संख्यांच े मलू्यमापन  
करण्यासाठी याचा वापर करा.
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(i)	  (उकासर-उकासर-उकासर-यरुापोन) + (उकासर-उकासर-उकासर-यरुापोन)

(ii)	  (उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-यरुापोन) - (उकासर-उकासर-उकासर)

(iii)	  (उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-यरुापोन) × (उकासर-उकासर)

(iv) 	 (उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-उकासर-उकासर) ÷ (उकासर-उकासर)

गणिती बोल
3. 	 रोमन संख्या पध्दतीची तलुना हिदं ुसंख्या पध्दतीशी केली असता कोणती वैशिष्�े ही अधिक 

कार्यक्षम बनवितात ते ओळखा.

प्रयत्न करा

 

4. 	य ा प्रकरणात चर्चा केलेल्या कल्पना वापरुन संख्या सधुारीत करण्याचा प्रयत्न करा. ज्या 
तमु्ही या आधी बनविलेल्या आहते त्या  संख्या पध्दती वापरा.

3.3  आधारांकांंची कल्पना [The Idea of a Base]

I. 	 इजिप्तमधील सखं्या पध्दत

इ.स. परू्व 3000 मध य्े इजिप्तमधील लोकांनी विकसित केलेली संख्या पध्दत आपण आता पाहणार आहोत. 
या पद्धतीमध य्े दिलेल्या संख्या दर्शविण्यासाठी मागदर्शक संख्या, गट करण्यासाठी वापरत असलेला पाहतो. तरी पण 
या पध्दतीला विशषे बनविणारी गोष्ट म्हणजे मार्गदर्शक संख्यांचा क्रम ही आह.े

कल्पना करा की तमु्ही खडे संग्रहीत करीत आहात. पहिली मार्गदर्शक संख्या 1 आह.े परू्वीच्या मार्गदर्शक 
संख्या (1) चा 10 एकत्रित गट करा. तिचा आकार जी दसुरी मागदर्शक संख्या आह े ती 10 आह.े मागील 
मार्गदर्शक संख्या (10) च ेएकत्रितपण े10 संग्रहीत गट करा. त्याचा आकार हा तिसरी मार्गदर्शक संख्या आह ेती  
10 x 10 = 100 होईल आणि पढेु चाल.ू
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प्रत य्ेक मार्गदर्शक संख्या ही मागील संख य्ेच्या 10 पट आह.े ज्याअर्थी 1 ही पहिली मार्गदर्शक संख्या आह,े 
त्या सर्व 10 च्या घातांकात आहते. या संख्यांना दिलेली चिन्हे खालील प्रमाण ेआहते.

रोमन संख्याप्रमाण ेदिलेल्या संख य्ेची गणना दिलेल्या संख य्ेपेक्षा लहान असलेल्या सर्वात मो�ा मार्गदर्शक 
संख य्ेपासनू सरुु होऊन मार्गदर्शक संख य्ेच्या गटापर्यंत केली जाते. यांचा नंतर संख्या ठरविण्यासाठी वापर केला 
जातो.

उदाहरणार्थ 324 जे 100+100+100+10+10+04 च्या बरोबरीच ेआह ेते  असे लिहितात.

	शोधा पाहू. [Find it out]	

1. 	 इजिप्शियन पद्धतीमध य्े खालील संख्या दर्शवा. 10458, 1023, 2660, 784, 1111, 70707,

2. 	 ह ेअकं कोणत्या संख्या दर्शवितात

(i) (ii)

II.  इजिप्शियन पध्दत आणि आधारांकाच्या कल्पना यामधील विविधता 

मागील मार्गदर्शक संख य्ेच्या आकाराच े10 संग्रह एकत्रित करण्याऐवजी (इजिप्शियन पध्दतीमध य्े) मागील 
मार्गदर्शक संख य्ेच्या आकाराच े5 संग्रह एकत्रित करून आपण संख्या पध्दत मिळव ूशकतो का ? ह ेकोणत्याही धन 
परु्णांकाने बदलता येतील का ?  

चला तर ही शक्यता तपासनू पाहूया. 1 ही पहिली मागदर्शक संख्या घऊेया. 

मागील मार्गदर्शक संख य्ेच्या आकाराच े5 च ेसंग्रह एकत्रित करू. त्याचा आकार हा  दसुरी मार्गदर्शक संख्या 
आह ेजी 5 आह.े

मागील मार्गदर्शक संख य्ेच्या आकाराच े5 एकत्रित सगं्रह संख्या (5) आह.े त्याचा आकार हा तिसरी मार्गदर्शक 
संख्या असनू ती 5 × 5 = 25 होते.

मागील मार्गदर्शक संख य्ेच्या आकाराच े5 एकत्रित संग्रह संख्या (5) आह.े त्याचा आकार हा चौथी मार्गदर्शक 
संख्या असनू ती 5 × 5 × 5 = 125 होते.
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अशारितीने आपल्याकडे एक नवीन संख्या पध्दत आह.े जेथे प्रत य्ेक मार्गदर्शक संख्या ही मागील संख य्ेच्या 5 
पट आह.े 1 ही पहिली मार्गदर्शक संख्या असल्यामळेु त्या सर्व 5 च्या घातांकात आहते.

50 = 1        51 = 5      52 = 25      53 = 125      54 = 625      55 = 3125

	या नवीन पध्दतीमध य्े 143 ही संख्या व्यक्त करा. 

चला 53 = 125 या आकाराने गट करण्यास सरुुवात करूया. कारण ही 143 पेक्षा लहान असलेली सर्वात मोठी 
मार्गदर्शक संख्या आह.े आपल्याला मिळेल

143 = 125 + 5 + 5 + 5 + 1 + 1 + 1.

तर नवीन पध्दतीमध य्े 143 ही संख्या  आह.े 

मार्गदर्शक संख्या असलेली संख्या पध्दत ज्यामध य्े

(a) पहिली मार्गदर्शक संख्या 1 आह ेआणि

(b) प्रत य्ेक पढुील मार्गदर्शक संख्या ही सध्याच्या मार्गदर्शक संख य्ेला कांही ठराविक संख्या n ने गणुाकार 
करून मिळविली जाते तर तिला आधारांक n संख्या पध्दत म्हटले जाते. 

इजिप्शियन संख्या पद्धत ही आधारांक 10 ची पध्दत आह ेआणि आम्ही तयार केलेली संख्या पध्दत ही 
आधारांक 5 पध्दत आह.े आधारांक 10 संख्या पध्दतील ‘दशांश सखं्या पध्दत’ असे म्हणतात.

	शोधा पाहू. [Find it out]	

1. 	 खालील संख्या वरील आधारांक 5 पध्दत वापरुन कोष्टकातील चिन्हे वापरुन लिहा 2, 15, 50, 137,  
293, 651

2. 	 वरील आपल्या आधारांक 5 पध्दतीमध य्े दर्शविल्या जाऊ न शकणाऱ्या संख्या आहते का? का किवा का 
नाही?

3. 	 आधारांक 7 पध्दतीच्या मार्गदर्शक संख्या तयार करा. सामान्यपण े आधारांक ‘n’ पध्दतीमध य्े मार्गदर्शक 
संख्या कोणत्या ?
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आधारांक - n पध्दतीमध य्े मार्गदर्शक संख्या या n च्या घातांकाच्या स्वरुपात असनू n0 = 1, n, n2, n3....., 
पासनू सरुु होतात.

आधारांक -n पध्दतीचे फायद 

संख्यांच ेसर्व घातांक ह ेमार्गदर्शक संख्या असतील तर त्याच ेफायद ेकोणत? याच ेआकलन होण्यासाठी 
त्यांचा वापर करून कांही अकंगणिती क्रिया करूया चला.

 	उदाहरणार्थ : खालील इजिप्शियन संख्यांची बेरीज करा. 

चला  आणि  ची एकूण संख्या शोधयूा आणि मो�ात मो�ा मार्गदर्शक संख य्ेपासनू सरुुवात करून गट 
करुया. त्यांची एकूण ही 15  आणि 15  

कारण 10  ह ेपढुील मार्गदर्शक संख्या  दतेे. याची बेरीज परु्नगट केल्यास.

बेरीज = 
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ज्याअर्थी 10  ह े   दतेात. आपल्याकडे आहते,

बेरीज = 

 	शोधा पाहू. [Find it out]	

1.	 खालील इजिप्शियन संख्याची बेरीज करा.

(i)   
आणि

(ii)  आणि

2. 	 आम्ही तयार केलेल्या आधारांक 5 पध्दतीमध य्े खालील संख्यांची बेरीज करा.

+

लक्षात ठेवा की या पध्दतीमध य्े, एका मार्गदर्शक संख य्ेच्या 5 पटीने पढुील संख्या मिळते.
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इजिप्शियन आणि हिदं ु
पध्दतीमध य्े संख्यांची बेरीज 
करण्याच्या पध्दतीमध य्े मला 

साम्य दिसनू येते.

+ +
  4   7
  5   6
10   3
+

1

आधारांक  n संख्या पध्दतीमध य्े केलेल्या बेरजेची रोमन पध्दतीतील बेरजेशी तलुना करा. रोमन पध्दतीमध य्े 
गटबध्द करण ेआणि पनुर्रचना करण ेकाळजीपरू्वकपण ेकरावे लागते कारण प्रत्येक मार्गदर्शक संख्या नेहमीच समान 
आकाराने गट करून पढुील संख्या मिळवावी लागत नाही.

जेव्हा आम्ही गणुाकाराचा विचार करतो तेव्हा आधारांक असलेल्या संख्या पध्दतीचा फायदा अधिक स्पष्ट 
होतो.

 	इजिप्शियन पध्दतीमध य्े दोन संख्यांचा गणुाकार कसा केला जातो ?

	 प्रथम आपण दोन मार्गदर्शक संख्यांच्या गणुाकाराचा विचार करुया.

 	 1. कोणत्याही मार्गदर्शक संख य्ेचा गणुाकार   शी (म्हणजेच 10) किती होतो? खालील गणुाकार करा.

प्रत य्ेक मार्गदर्शक संख्या ही 10 चा घातांक असते त्यामळेु तिला 10 ने गणुले तर तिचा घातांक 1 ने वाढतो.
जी पढुील मार्गदर्शक संख्या आह.े

 	   (102) ने  गणुलेली कोणतीही मार्गदर्शक संख्या काय आह?े खालील संख्यांचा गणुाकार करा.
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 	 खालीन गणुाकार करा

म्हणनू कोणत्याही दोन मार्गदर्शक संख्यांचा गणुाकार ही दसुरी मार्गदर्शक संख्या असते!

  आम्ही तयार केलेल्या आधारांक 5 पध्दतीला हा गणुधर्म लाग ूपडतो का ? 

गणिती बोल  इजिप्शियन पध्दतीमध य्े संख्या आणि  (10) गणुाकाराविषयी आपण कोणता निष्कर्ष काढू 
शकतो ?

हे

म्हणनू

 शी समान असते.

या संख्यासाठी वितरण नियम लाग ूहोतो. म्हणनू

(ii)  × 
 		   ह े  +  +  शी समान आह.े
		    ×  = (  +  + ) × 

येथे वितरण गणुधर्म लाग ूहोतो का ? याच कारणामळेु (a+b) × n शी लाग ूहोतो तो येथेही लाग ूहोतो जेव्हा 
एखाद्या संख य्ेला 2 पेक्षा अधिक संख्या आहते. 

उदाहरणार्थ,  (a + b + c) × n = an + bn + cn

म्हणनू      (  +  + ) ×  = (  × ) + (  × ) + (  × )

=  +  + 

						            =   
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 	आता खालील गणुाकार करा.

(i)  (ii)  

	 संख य्ेचा गणुाकार  शी करण्याचा साधा नियम कोणता ?

तमु्ही पाहिलात की, दोन संख्यांच्या गणुाकारामध य्े मार्गदर्शक संख य्ेच्या गणुाकाराचा समावेश असतो जेव्हा 
मार्गदर्शक संख्या या संख य्ेचा घातांक असतात तेव्हा त्यांचा गणुाकार हा दसुरी मार्गदर्शक संख्याच असते. हा मदु्दा 
गणुाकार प्रक्रियेच ेसलुभीकरण करतो. परंत ुरोमन संख य्ेविषयी असे घडत नाही, त्यामळेुच त्यांचा गणुाकार करण े
कठीण जाते.

अशारितीने ज्या संख्या पध्दतीमध य्े मार्गदर्शक संख्या या संख य्ेचा घातांक असतात. म्हणजेच आधारांक 
असलेली संख्या पध्दत ही फक्त संख्या दर्शविण्यासाठीच नाही तर अकंगणिती क्रिया करण्यासाठी कार्यक्षम (उत्तम) 
आह.े

संख्या पध्दतीच्या उत्क्रांतीच्या इतिहासात आधारांक असलेल्या संख्या पध्दतीची कल्पना ही एक महत्वाचा 
टप्पा आह.े आपली आधनुिक हिदं ुसंख्या पध्दत याच रचनेवर आधारीत आह.े

दशांश पध्दतीचा वापर करणारा अॅबकॅस [Abacus that Makes Use of the Decimal System]

11 व्या शतकाच्या जवळपास रोमन संख्या वापरणाऱ्या लोकांनी सधु्दा दशांश पध्दतीचा वापर करून 
बनविलेली गणना उपकरण े- अबॅॅकस वापरण्यास सरुुवात केली आकृत ी 3.1 मध य्े दर्शविल्याप्रमाण ेरेषा असलेला 
फळा (बोर्ड) होता. 1 साठी असलेल्या रेषेपासनू सरुुवात करून प्रत य्ेक क्रमगत रेषा ही क्रमगत 10 च्या घातांकाची 
होती.

आकृती 3.1: अॅबकॅस
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त्यामध य्े संख्या पढुील प्रमाण ेदर्शविलेल्या आहते. दिलेल्या संख य्ेच ेप्रथम, मार्गदर्शक संख्यामध य्े (10 च्या 
घातांकामध य्े) गट केले गेले होते. अगदी त्याच प्रकारे ज्याप्रकारे आपण आतापर्यंत त्यांच ेगट करत आहोत. 10 च्या 
प्रत य्ेक घातांकासाठी त्याच्या रेषवेर किती वेळा आले आहते तितके विभाग ठेवले गेले आहते तितके गट होतात. 
रेषचे्या वर विभागाच्या उपस्थितीमळेु 5 च ेमलू्य तयार होते. 

उदाहरणार्थ, 3426 ही संख्या घ्या. त्याचा गट असा करू.

  �3426 = 1000 + 1000 + 1000 + 100 + 100 + 100 + 100 + 10 + 10+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

ही संख्या आकृत ी 3.1 मध्ये दर्शविलेली आह.े 6 एकक कशी दर्शविली आहते त्याच ेनिरीक्षण करा.

गणनेसाठी अबॅॅकसचा वापर कसा केला गेला याची कल्पना येण्यासाठी, आपण एका साध्या बेरजेच्या 
उदाहरणाचा विचार करूया. 2907 + 43. उभ्या स्तंभाच्या विभाजनाच्या दोन्ही बाजलूा दोन संख्या घतेल्या आहते.

बेरीज शोधण्यासाठी तमु्ही याचा वापर कसा कराल.

प्रत य्ेक ओळीतील विभाग एकत्र केले जर एका ओळीतील एकूण संख्या 10 पेक्षा अधिक असेल तर काय 
करावे लागेल ?

सचुनाः या उदाहरणामध य्े 7 एकके आणि 3 एकके एकत्रित मिळविले तर 10 एकके होतात जे 10 दर्शविणाऱ्या 
रेषलेा योगदान दतेात.

III.  इजिप्शियन पध्दतीमधील कमतरता  

एक कोटी (107) पर्यंतच्या संख्यांसाठी तलुनेने संख्या दर्शविण्यासाठी सक्षम करणारी कार्यक्षमता असनूही 
आणि तलुनेने गणना करण्यास सोपी असनूही इजिप्शियन पध्दतीमध्ये एक कमतरता होती.

जर मो�ात मो�ा संख्या दर्शवायच्या असतील तर 10 च्या उच्च आणि अति उच्च घातांकासाठी चिन्हांचा 
एक न संपणारा क्रम शोधण्याची गरज होती. येथे आपल्याला संख्या दर्शविण्याच ेमळु आव्हान वेगळ्या स्वरुपात 
पनु्हा समोर येत असल्याच ेदिसते. 
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संख्या पद्धतीच्या उत्क्रांतीच्या इतिहासातील पढुील आणि शवेटची कल्पना ही केवळ समस्या सोडवित नाही 
तर संख्या दर्शविण्यास आणि त्यांची गणना करण्यास उत्तमपण ेसलुभ करते.

	 शोधा पाहू.

गणिती बोल

 [Figure it out]	

1. 	 अशी कोणतीही एक संख्या आह ेका ज्याच ेइजिप्शियन संख य्ेने दर्शविताना 10 किवा अधिक 
वेळा चिन्ह येऊ  शकते ? का नाही ?

2. 	 स्वतःची आधारांक 4 ची संख्या पध्दत निर्माण करा आणि 1 ते 16 पर्यंत संख्या दर्शवा.

3. 	 आधारांक 5 पध्दतीमध य्े दिलेल्या संख य्ेला 5 ने गणुण्यासाठी तमु्ही बनविलेला सोपा नियम लिहा.

3.4  स्थान मूल्य दर्शविणे. [Place Value Representation]

1.	 मेसापोटेमियन सखं्या पध्दत  [The Mesopotamian Number System]

सरुुवातीला प्राचीन मसेापोटेमियामध य्े वापरल्या जाणाऱ्या संख्या पध्दतीमध य्े वेगवेगळ्या मार्गदर्शक 
संख्यासाठी वेगवेगळी चिन्हे होती. नंतरच्या काळामध य्े ती एक आधारांक 60 पध्दत झाली. तिला सेक्साजेसिमल 
(sexagesimal) पध्दत असेही म्हणतात. जी संख्या दर्शविण्यात उत्तम होती.

त्यांनी आधारांक 60 ची निवड का केली ह ेगोंधळात टाकणारे आह.े याच ेस्पष्टीकरण दणे्यासाठी वेगवेगळे 
सिद्धांत अस्तित्वात आहते जसे की 60 आणि कांही महत्वाच्या घटनांच्या कालावधीमधील संबंध (असे की 
त्यांच्या चदं्र महिन्याची लांबी ज्यामध य्े 30 दिवस होते किवा पथृ्वी स्थिर असताना सरु्याला पथृ्वीभोवती एक 
प्रदक्षिणा परू्ण करण्यासाठी लागणारी वेळ) अपरु्णांक सोप्या पध्दतीने दर्शविण.े [येथे आपण त्याविषयी बोलणार 
नाही] त्यांच्या मार्गदर्शक संख्यांचा क्रम 1, 10, 60, 600, 3600, 36,000 ----- फक्त 60 च्या घातांकामध य्े कमी 
होत आह ेआणि पढेु चाल ूआह.े



7575

 मसेापोटेमियन सेक्साजेसिमल पध्दतीचा प्रभाव ज्याला  बेबीलोनियन सखं्या पद्धती असेही म्हणतात. 
आज ही आपल्या वेळेच्या मोजमापामध य्े दिसनू येते की 1 तास = 60 मिनिटे आणि 1 मिनिट = 60 सेकंद

या पध्दतीमध य्े 1 साठी  आणि 10 साठी  ही चिन्हे वापरली जात होती. आता आपण त्याच्या संख्या 
पध्दतीच्या अभ्यासावर थोडक्यात थांबयूा आणि आतापर्यंत पाहिलेल्या मसेापोटेमियन वैशिष्�ांचा वापर करून 
एक उत्तम संख्या पद्धती कशी तयार करता येईल याचा विचार करुया.

त्यांच्या मार्गदर्शक संख्यांना आपण आपली स्वतः ची चिन्हे दऊेया. 
1             60          602 = 3600      603 = 216000 ... 

1 ...2 3

लक्षात ठेवा की चिन्हे तयार करण्यासाठी आपण भारतीय संख्याचा वापर केला आह.े आम्ही आमची स्वतःची 
चिन्हे शोध ूशकलो असतो परंत ुसहज लक्षात ठेवण्यासाठी आणि वापरण्यासाठी आम्ही परिचित असलेल्या अकंांची 
मदत घणे ेनिवडलेले आह,े 1, 2, 3, ......

 आणि  ह ेवापरुन 1 ते 59 पर्यंतच्या संख्या दर्शविता येतात. 

1         2           3           4         5            6           7          8          9

10         11         12          20          30          40        50           59  

मेसापोटेमियन टॅब्लेटचे उत्पादन
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	उदाहरणः या पध्दतीमध य्े 640 ही संख्या दर्शवयूा.

त्याला मार्गदर्शक संख्यामध य्े गट केल्यास, आपल्याला दिसते की

640 = (10) × 60 + 40.

जर आपण इजिप्शियन कल्पना वापरली तर ही संख्या 10 1  ने दर्शविली जाईल आणि 40 ही संख्या 4 

 ने दर्शविली जाईल.

	 आपण ह ेअधिक संक्षिप्तपण ेमांडू शकतो का ? 

	 आपण ती संख्या अशी दर्शव ूशकतो की.

जे आपण समीकरणामध य्े लिहीले आह ेत्याप्रमाण ेदहा 60 ने आणि एक 40 ने असे वाचता येते.

	दसुऱ्या एका संख य्ेसाठी प्रयत्न करूया. 7530 

7530 = (2) ×3600 + (5) × 60 + 30

	 त्याच ेदर्शविण ेअसे असेल, 

लक्षात घ्या की जेव्हा एखादी संख्या तिला दर्शविण्यासाठी 60 च्या घातांकामध य्े गटबध्द केले, तेव्हा 60 चा 
कोणताही घातांक 60 किवा त्यापेक्षा जास्त वेळ येत नाही. जर असे घडून आले तर त्यापैकी 60 च ेगट करून 60 
चा पढुील घातांक तयार करता येतो.

उदाहरणार्थ, खालील राशीचा विचार करा. 

(1) × 3600 + (70) × 60 + 2	 = (1) × 602 + (60 + 10) × 60 + 2
					     = (1) × 602 + 602 + (10) × 60 + 2
					     = (2) × 602 + (10) × 60 + 2

म्हणनू मार्गदर्शक संख्यासाठीच्या अकंाबरोबर 1 ते 59 पर्यंतच्या अकंांचा उपयोग करून कोणतीही संख्या 
दर्शविली जाऊ शकते.

आता जर आपण दर्शविण्यासाठी आणखी संक्षिप्त केले तर काय होईल 60 च्या वेगवेगळ्या घातांकासाठीची 
चिन्हे परु्णपण ेकाढायची का ?
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आमच े
परू्वीचे

दर्शविणे

आमचे
संक्षिप्त

दर्शविणे

640 7530

मसेापोटेमियन लोकांनी नेमके हचे केले होते! त्यांच्या संख्यामध य्े, सर्वात उजवीकडील चिन्हांच्या सटामध य्े 
1 ची संख्या दर्शविली, डावीकडील चिन्हांच्या सटाने 60 ची संख्या दर्शविली. त्यानंतरच्या संख्यांच्या चिन्हांच्या 
सटाने 3600 ची संख्या दर्शविली आणि असे पढेु चाल ूठेवले. जेव्हा जेव्हा 60 ची घातांकाची घटना घडत नव्हती 
तेव्हा त्या स्थितीत एक रिकामी जागा दिली जाते.

भारतीयाप्रमाणचे मसेापोटेमियन या कल्पनेवर येऊन पोहोचले असावेत असे वाटत नाही. कांही विद्वानांच े
म्हणण ेआह ेकी त्यांच्या परू्वीच्या संख्या पध्दतीमध य्े 1 आणि 60 या मार्गदर्शक संख्यांना दिलेल्या चिन्हामध य्े 
समानता आणि त्यांचा अपघाती वापर यामळेु त्यांना ही कल्पना सचुली असावी.

 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 खालील संख्या मसेापोटेमियन पध्दतीमध य्े दर्शवा.

(i) 63    (ii) 132    (iii) 200    (iv) 60    (v) 3605

अशाप्रकारे मसेापोटेमियन पध्दत चिन्हाच्या ज्या स्थानावर लिहीले आह ेत्या स्थानांचा वापर करुन मार्गदर्शक 
संख्यांसाठी शवेट नसलेल्या क्रमाची निर्मिती करण्याची आवश्यकता कशी दरू होते ह ेआपण पाहू शकतो, अशा 
संख्या पध्दती (ज्याना आधारांक आह)े जी प्रत्येक चिन्हांचा वापर करून ती ज्या मार्गदर्शक संख्याशी संबंधित आह े
ती संख्या निश्चित करते त्याला स्थानात्मक सखं्या पध्दत किवा स्थान मूल्य पध्दत म्हणतात.

स्थान मलू्याची ही कल्पना संख्या पध्द‌तीच्या उत्क्रांतीच्या इतिहासातील सर्वोच्च बिद ूआह ेआणि केवळ 
मर्यादित संख य्ेच्या वेगवेगळ्या चिन्हांचा वापर करून संख्यांचा अतंहीन क्रम दर्शविण्याच्या समस य्ेवर एक अतिशय 
सुंदर उपाय दतेे. 

तरी सधु्दा मसेापोटेमियन पध्दतीला परू्णपण ेविकसित स्थान मलू्य पध्दत मानले जाऊ शकत नाही, त्यामध य्े 
कांही दोष आहते ज्यामळेु संख्या वाचताना गोंधळ होतो.
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	60 च ेदर्शविण ेपहा. 3,600 च ेदर्शविण ेकाय असेल ? 

	 अकं लिहीताना चिन्हांमधील अतंर आपण येथे दते असलेल्या पध्दतीने दिलेले नव्हत. वेगवेगळ्या लोकांनी 
लिहिलेल्या वेगवेगळ्या हस्तलिखीतामध य्े रिकाम्या जागासाठी एकसमान अतंर ठेवण ेदखेील कठीण होते. 
त्यामळेु सदंिग्धता निर्माण झाली उदाहरणार्थ खालील संख्या दर्शविण्याचा विचार करा.

संख्या

आपले 
दर्शविणे

मसेापोटेमियनच े
दर्शविणे

60 च्या कोणत्या घातांकाशी कोणती चिन्हे जळुतात ह ेशोधण्यात आलेल्या अस्पष्टतमळेु, समान संख्या 
वेगवेगळ्या प्रकारे वाचता येते. आपल्या दर्शविण्यामध य्ेही जे 60 च्या वेगवेगळ्या घातांकासाठी चिन्हांमधील 
एकसमान अतंर वापरते, 36002 च्या दर्शविण्यामध य्े चिन्हांच्या दोन सटामधील रिकाम्या जागांची संख्या जाणनू 
घणे ेकठीण आह.े 

रिकाम्या जागाम‌ुळे निर्माण झालेल्या समस्यांच े निराकरण करण्यासाठी, नंतरच्या मसेापोटेमियन लोकांनी 
रिकाम्या जागेच ेदर्शन घडविण्यासाठी ‘जागा निश्चिती’ ( ) चिन्ह दणे्याची एक कल्पना वापरली. ह ेआपण वापरत 
असलेल्या आपल्या 0 (शनू्य) च्या पध्दतीसारख ेआह.े

अशारितीने, शनू्य - चिन्ह जे कांहीही दर्शवित नाही - जे स्थान मलू्य पध्दतीमध य्े जागा निश्चिती म्हणनू 
अपरिहार्य आह,े ज्यामध य्े संख्या स्पष्ट पध्दतीने लिहिल्या जातात. 

रिकाम्या जागामळेु निर्माण झालेली समस्या जरी सोडविली गेली असली तरीही इतर अस्पष्टता पध्दतीमध य्े 
उपलब्ध होत्या. उदाहरणार्थ जागा निश्चिती चिन्ह प्रामखु्याने संख्यांच्या मध्यभागी वापरले जात असे आणि शवेटी 
नाही म्हणनू ते 3600 सारख्या संख्या दर्शविण्यासाठी ते वापरणार नव्हत (आपण) असे लिहू.

II. मायान सखं्या पध्दत [The Mayan Number System]
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मध्य अमरेिकेमध य्े मायान संस क्ृ ती म्हणनू ओळखल्या जाणाऱ्या संस क्ृ तीचा विकास झाला ज्यांनी इ.स.प.ू 
तिसऱ्या ते 10 व्या शतकाच्यावेळी प्रसिध्द अशी बौध्दिक आणि सांस क्ृ तिक प्रगती केली. त्यांच्या बौध्दिक 
योगदानाकडे आशियातील संस क्ृ तीपासनू स्वतत्रपण ेयोजना केलेली त्यांची स्थान मलू्य पध्दतीचा समावेश होता. 
त्यांनी आधनुिक काळातील शनू्यासाठी (‘0’) जागा निश्चिती ‘चिन्हाचा वापर केला, जो शिपंल्या सारखा दिसत 
होता.

मायान सखं्या पध्दत
जवळजवळ आधारांक - 20 पध्दत

मार्गदर्शक सखं्या

चिन्हे    ह े0            ह े1                   ह े5

मायान संख्या पद्धतीमध य्े संख्या दर्शविण्यासाठी चिन्हे ही उभी 
ठेवण्यात आली

संख्या

याच ेवाचन आपण कसे करु शकतो ?

मार्गदर्शक संख्या 
स्थिती

उभी ठेवलेली 
चिन्हे

चिन्हांचा  
अर्थ
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येथे आपल्याला एक को�ात टाकणारी घटना आढळते. त्यांची तिसरी मार्गदर्शक संख्या 400 ऐवजी 360 
का होती ? कांही विद्वानांना असे वाटते की यांचा त्यांच्या दिनदर्शिकेशी कांहीतरी संबंध अस ूशकतो.

त्यांनी 1 या संख य्ेसाठी  आणि 5 साठी  वापरले. ह े1 ते 19 पर्यंतच्या संख्या दर्शविण्यासाठी याचा 
उपयोग होतो.

वेगवेगळ्या मार्गदर्शक संख्यांशी संबंधित चिन्हे एका खाली एक याप्र‌माण ेचिन्हांच्या सर्वात खालच्या  सटासह 
लिहिली गेली होती. जी 1 च्या संख य्ेशी संबंधित होती वरील सट 20 च्या संख य्ेशी संबंधित होता वरील सट 360 
च्या संबंधित आहते आणि असेच पढेु लिहीले गेले आह.े 

	मायान पध्दत वापरून खालील संख्या दर्शवा.

(i) 77    (ii) 100    (iii) 361    (iv) 721

मायान पध्दत ही प्रत्यक्षपण े आधारांक 20 पध्दत नसल्यामळेु त्यामध य्े आधारांक असलेल्या पद्धतीच्या 
गणनेसाठी असलेले फायद ेनाहीत, तरीपण त्यांच ेस्थान मलू्य चिन्ह आणि शनू्यासाठी जागा निश्चिती चिन्हाचा वापर 
ही संख्या पध्दतीच्या संख्या इतिहासात एक महत्वाची प्रगती मानली जाते.

एक उत्सुकतेची गोष्ट म्हणजे कांही यरुोपियन भाषांच्या संख्या नावांमध य्े आपल्याला अजनूही आधारांक - 20 
या पध्दतीचा वापर पाहायला मिळतो.

III.  चिनी सखं्या पध्दत [The Chinese Number System]

चिनी लोक दोन संख्यांची पध्दत वापरत असत - राशींची नोंद ठेवण्यासाठीची लेखी पध्दत आणि गणना 
करण्यासाठी सळीचा वापर करणारी पध्दत होती. सळी आधारीत संख्या पध्दतीला सळी सखं्या असे म्हणतात. येथे 
आपण सळी पध्दतीची चर्चा करणार आहोत. जे चिनी लेखन पध्दतीपेक्षा संख्या लिहिण्यास आणि गणना करण्यास 
अधिक उत्तम होते.

चीनमध य्े सळी संख्यांचा विकास किमान इ.स. परू्वच्या 3 ऱ्या शतकापर्यंत झाला आणि 17 व्या शतकापर्यंत 
त्याचा वापर केला जात होता. ही एक दशांश पध्दत होती (आधार-10). 1 ते 9 साठी चिन्हे खालील प्रमाण ेहोती.
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चिनी सखं्या पध्दती

आधारांक-10 किवा दशांश

झाँग्स

हेंग्स

टीपः झाँग्स ह े एकक, शतक, दशहजार इ. दर्शवितात आणि हेंग्स ह े दशक, (सहस्त्र) 
शतहजार इ. दर्शवितात.

अकं

ह ेकसे वाचतात

मार्गदर्शक संख्या 
स्थिती

2 हेंग्स 6 झाँग्स 4 झाँग्स3 हेंग्स

         
            

103 102 10 1

= (2) × 103 + (6) × 10² + (3) × 10 + (4) × 1

= 2634

मसेापोटेमियन लोकांसारखचे सळी संख्यामध य्े वगळलेले स्थान मलू्य दर्शविण्यासाठी रिकाम्या जागेचा वापर 
केला जात असे. तरीपण 1 - 9 पर्यंतच्या चिन्हांच्या आकारात थोडी जास्त समानता असल्यामळेु मसेापोटेमियन 
पध्दतीपेक्षा रिकाम्या जागा शोधण ेसोपे होते.

हिदं ूपद्धतीमध य्े आणि सळी संख्यामध य्े किती साम्य आह ेते पहा. शनू्याच ेचिन्ह असलेली चिनी पध्दत ही 
परू्णपण ेविकसित स्थान मलू्य पध्दत आह.े
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IV.   हिंदु सखं्या पध्दत [The Hindu Number System]

	संख्या दर्शविण्याच्या कल्पनांच्या उत्क्रांतीमध य्े हिदं ू / भारतीय संख्या पध्दतीच ेस्थान कुठे आह?े त्याच्या 
मार्गदर्शक संख्या कोणत्या आहते? त्यामध य्े स्थान मलू्य पद्धतीचा वापर होतो का?

हिदू सखं्या पध्दत

आधारांक 10 किवा दशांश 
दहा चिन्हे 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

375 ही संख्या

ही कशी वाचतात 3 7 5

मार्गदर्शक संख्या स्थिती

=  (3) × 10²     + (7) × 10      + (5) × 1

102 10 1

= 375

असे पाहिले आह ेकी हिदं ुसंख्या पध्दती ही स्थान मलू्य पध्दत आह.े हिदं ूसंख्या पध्दतीमध य्े किमान 200 
इ.स. परू्व पासनू 0 च ेचिन्ह होते आणि 0 चा वापर अकं म्हणनू केला जात असल्याने आणि प्रत य्ेक स्थितीमध य्े 
एकच अकं वापरल्यामळेु या पध्दतीमध य्े कोणत्याही प्रकारची अस्पष्टता निर्माण होत नाही. जेव्हा आपण लिहितो 
किवा वाचतो.
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याच कारणामळेु हिदं ूसंख्या पध्दत ही संपरू्ण जगामध य्े वापरली जाते. 0 हा अकं म्हणनू तसेच संख्या म्हणनू 
वापर हा एक मोठा बद‌ल आह.े ज्यामळेु गणित आणि विज्ञानाच्या जगात खऱ्या अर्थाने बदल घडवनू आणले 
आहते. भारतीय गणितामध्ये शनू्याचा वापर केवळ जागा निश्चिती म्हणनू स्थान मलू्य पध्दतीमध य्े केला जात नव्हता, 
तर इतर संख्यासारखाच त्याला स्वतःच्या अधिकारात एका संख य्ेचा दर्जा सधु्दा दणे्यात आला होता. ‘0’ या 
संख य्ेचा अकंगणिती गणुधर्म (उदा. 0 मध य्े कोणतीही संख्या मिळविली तर ती संख्या तीच राहते आणि गणुले 
असता 0 होते) आर्यभट्टनी 499 मध य्े आपल्या आर्यभट्टीयममध य्े हिदं ूसंख य्ेचा वापर करून गणना करण्यासाठी 
आणि विस्तारीत, वैज्ञानिक गणना करण्यासाठी स्पष्टपण ेवापरली आह.े इतर कोणत्याही संख य्ेप्रमाणचे 0 चा वापर 
ज्यावर मलुभतू क्रिया केल्या जातात. बम्हगपु्तने 628 मध य्े आपल्या ब्रम्हस्फुतसिद्धांत  या ग्रंथात सांकेतिक केला 
होता. असे आपण मागील इयत्तेत शिकलो आह.े

0 ची ओळख ऋणात्मक संख्या म्हणनू करून दऊेन बम्हगपु्ताने आधनुिक भाषमेध य्े त्याला रिंग म्हणतात ह े
तयार केले म्हणजेच संख्याचा सट ज्यामध य्े बेरीज, वजाबाकी, गणुाकार या क्रिया संवृत्त आहते (म्हणजेच सटामधील 
कोणत्याही दोन संख्यांची बेरीज, वजाबाकी किवा गणुाकार ही त्याच सटातील संख्या दतेे) या नवीन कल्पनांनी 
आधनुिक गणिताचा विशषे करून बीजगणित आणि विश्लेषणाच्या क्षेत्रासाठी पाया घातला.

आशा आह ेकी, यामळेु तमु्हाला आजच्या पध्दतीप्रमाण ेसंख्या लिहिण्याच्या आणि गणनाच्या बाबतीत 
आलेल्या सर्व कल्पनांची जाणीव होईल. 0 चा शोध आणि त्यामळेु निर्माण झालेली भारतीय संख्या पध्दत ही 
खरोखरच सर्व काळातील सर्वात महान, सर्वात सर्जनशील आणि सर्वात प्रभावशाली शोधापैकी एक आह.े जी 
आपल्य दनंैदिन जीवनात सतत दिसनू येत आह ेआणि आधनुिक विज्ञान, तंत्रज्ञान, गणना, लेखा, सर्वेक्षण आणि 
इतर गोष्टींचा आधार बनत आह.े पढुच्या वेळी जेव्हा तमु्ही संख्या लिहाल तेव्हा त्यामागील अविश् वसनीय इतिहास 
आणि त्यांच्या शोधात गुंतलेल्या सर्व खोल कल्पनाविषयी विचार करा.

1. एकाच संख य्ेच्या गटामध य्े मोजा
	  		  उकासर-उकासर-यरुापोन
2. मार्गदर्शक संख्या वापरून गट करा

  I  V  X  L  C  M
3. मार्गदर्शक संख्या म्हणनू संख य्ेच्या घातांकाची निवड करण े- आधारांकांची कल्पना

     1  101  102  103  104 …
4. मार्गदर्शक संख्या दर्शविणासाठी स्थानांचा वापर करण-े स्थान मलू्य पध्दतीनी कल्पना

 1  7  2  9 
5. 0 हा स्थितीत्मक अकं आणि एक संख्या म्हणनू कल्पना.

सखं्या दर्शविण्याच्या कल्पनांची उत्क्रांती
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 	शोधा पाहू.  

गणिती बोल

 [Figure it out]

1. 	चि नी लोकानी झाँग आणि हेंग चिन्हांना आलटून पालटुन वापरले असे तमु्हाला का वाटते? 
फक्त झोंग चिन्हे वापरुन 41 ह ेकसे दर्शविले जाते? जर दोन सलग चिन्हामध य्े लक्षणीय जागा 
नसेल तर या संख्याचा अर्थ इतर कोणताही लावला जाऊ शकतो का ?

2. 	 उकासर आणि यरुोपान ह ेअकं वापरुन आधारांक 2 ची स्थान मलू्य पध्दत तयार करा. या पध्दतीची तलुना 
गमुलुगल पध्दतीशी करा.

3. 	त मुच्या दनंैदिन जीवनात आणि कोणत्याही व्यवसायात हिदं ु संख्या आणि 0 कोणती महत्वाची भमुिका 
बजावितात ? जर आपली संख्या पध्दती आणि 0 चा शोध लागला नसता किवा त्यांची कल्पना केली गेली 
नसती तर आपले जीवन वेगळे कसे झाले असते ? 

गणिती बोल
4. 	प्रा चीन भारतीयांनी हिदं ुसंख्या पध्दतीसाठी आधारांक 10 वापरला असावा कारण मानवाना 

10 बोटे आहते आणि ते आपल्या बोटानी मोज ूशकत होते. पण जर आपल्याला 8 बोटे असती 
तर काय? तेव्हा आपण संख्या कशा लिहिलो असतो? जर आपण आधारांक  8 वापरत असतो 
तर संख्या कशा दिसल्या असत्या ? आधारांक  5? हिदं ुसंख्या 25 ही आधारांक  8 आणि आधारांक 5 मध य्े 
लिहीण्याचा अनकु्रम ेप्रयत्न करा. तमु्ही ह ेआधारांक - 2 मध य्े लिहू शकता का ?

मसेापोटेमियन संस क्ृ ती

चिनी संस क्ृ ती

मायान संस क्ृ ती

इजिप्शियन संस क्ृ ती

भारत

नकाशा वेगवेगळ्या ससं्कृ तीची ठिकाणे दर्शवितो ज्या वेगवेगळ्या काळात अस्तित्वात होत्या
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	संख्या दर्शविण्यासाठी, आपल्याला वस्तू, नांवे  किवा चिन्हांच्या एका निश्चित क्रमाची 
आवश्यकता असते. या निश्चित क्रमाला संख्या प्रणाली म्हणतात.

	लिखीत संख्या प्रणालीमध्ये संख्या दर्शविणाऱ्या चिन्हांना संख्यावाचके म्हणतात.

 	 संख्या प्रणालीमध्ये, मार्गदर्शक संख्या (landmark Numbers) अशा संख्या आहते ज्या सहज 
ओळखता येतात आणि इतर संख्या समजनू घणे्यासाठी आणि त्यांच्यासोबत काम करण्यासाठी 
संदर्भ बिद ूम्हणनू वापरल्या जातात. त्या  संख्या प्रणालीमध य्े अकँर म्हणनू काम करतात, त्यामळेु 
लोकांना परिमाणांची विशषेत: मो�ा प्रमाणावरील परिमाणाची जाणीव होण्यास मदत होते.

	ज्या संख्या प्रणालीच्या महत्वाच्या संख्या n संख य्ेच्या आत असतात तिला बेस-n संख्या प्रणाली 
म्हणतात.

	ज्या संख्या प्रणालीमध य्े, मखु्य संख्या निश्चित करण्यासाठी चिन्हाच्या स्थानाचा वापर केला 
जातो, त्यांना स्थानात्मक संख्या प्रणाली किवा स्थान मलू्य प्रणाली म्हणतात.

	मसेापोटेमियन (बॅबिलोनियन), मायान, चिनी आणि भारतीय संस क्ृ तींमध य्े स्थान मलू्याच े
प्रतिनिधीत्व वापरले जात असे.

	आज आपण जगभरात वापरत असलेली संख्या प्रणाली म्हणजे हिदं ू संख्या प्रणाली  
(तिला कधी कधी भारतीय संख्या प्रणाली किवा हिदं-ूअरबी संख्या प्रणाली दखेील म्हणतात). 
ही एक स्थान मलू्य प्रणाली आह ेज्यामध य्े (सामान्यतः) 10 अकं असतात. ज्यामध य्े 0 हा अकं 
दखेील समाविष्ट असतो जो इतर अकंांच्या बरोबरीने मानला जातो. 0 चा संख्या म्हणनू वापर 
केल्यामळेु, ही प्रणाली मर्यादित चिन्हे वापरून सर्व संख्या स्पष्टपण ेलिहीण्यास सक्षम करते. ही 
प्रणाली समुारे 2000 वर्षापरू्वी भारतात उगमली आणि नंतर जगभरात पसरली आणि मानवी 
इतिहासातील सर्वात महान शोधांपैकी एक मानली जाते.

सारांश [Summery]
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 चौकोन4

या प्रकरणात आपण चार बाजूंनी बनलेल्या आकृत्यांच ेकांही मनोरंजक प्रकार अभ्यासणार आहोत आणि 
त्यांच्यावर आधारित उदाहरण ेसोडविणार आहोत. अशा आकृत्यांना सामान्यतः चौकोन म्हणनू ओळखले जाते. 
“चौकोन” हा शब्द लॅटिन शब्दांपासनू आला आह.े क्वाॅड्री म्हणजे चार, आणि लैट्स म्हणजे बाज.ू

 	खालील आकृत्यांच ेनिरीक्षण करा.

(i) (ii) (iii)

(iv) (v)

आकृती (i), (ii) आणि (iii) ह ेचौकोन आहते आणि इतर नाहीत का ?

चौकोनाचे कोन म्हणजे यांच्या बाजमूधील कोन जसे आकृती (i), (ii) आणि (iii)  मध्ये चिन्हांकीत केलेले 
आहते.

आपण सर्वात परिचित चौकोनांपासनू म्हणजेच - आयत आणि चौरस यांच्यापासनू सरुुवात करूया.

(Quadrilaterals)
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4.1 आयत आणि चौरस [Rectangles and Squares]

आयत म्हणजे काय ह ेआपल्याला माहित आह ेत्यांची व्याख्या करुया.

आयत : हा एक चौकोन असतो ज्यामध्ये,

(i) 	 सर्व कोन काटकोन (900) असतात आणि

(ii)	वि रुद्ध बाज ूसमान लांबीच्या आहते.

एखाद्या चौकोनाला आयत म्हणण्यासाठी ही व्याख्या काटेकोरपण ेलाग ूहोते. 

 	आयताची व्याख्या करण्याच ेइतर मार्ग आहते का ? चला, आयतांच्या रचनेशी संबंधित खालील उदाहरणावरुन 
विचार करूया.

एका सतुाराचे उदाहरण

A

B

D

C

O

आकृती. 1 

 [A Carpenter Problem]

	आकृती 1 मध्ये दाखविल्याप्रमाण े सतुाराला लाकडाच्या 
दोन पातळ पट्टया जोडून ठेवायच्या आहते, जसे की त्यांच्या 
टोकांवरून एक दोरा ओढला असता एक आयत तयार होईल.

तिच्याकडे आधीच एक 8 सें. मी. लांबीची पट्टी आह.े दसुऱ्या 
पट्टीची लांबी किती असावी ? त्या दोन्ही कोठे जोडायच्या ?

सतुाराने बनविलेल्या रचनेच े नमनेु प्रथम आपण बनवयूा. 
पट्टयांना रेषाखडं म्हणनू नमनु्यात केले जाऊ शकते. ते त्यांच्या अतं्यबिदनूी तयार झालेल्या चौकोनाच ेकर्ण आहते. 
चौकोन आयत होण्यासाठी आपल्याला खालील प्रश्नांची उत्तरे द्यावी लागतील.

	  1. दसुऱ्या कर्णाची लांबी किती आह े?

	  2. दोन कर्णाच्या छेदनबिदचू ेस्थान काय आह े?

	  3. कर्णामधील कोन किती असेल ?

	 चला, भौमितीक तर्क  वापरून या प्रश्नांची उत्तरे दऊेया. ह ेप्रश्न सोडविण ेअवघड वाटत असल्यास कांही आयत 
तयार करण्याचा किवा मोजण्याचा प्रयत्न करा.

A D

B C

आकृती. 2 

AC = 8 सें.मी.

या प्रश्नांची उत्तरे शोधण्यासाठी, समजा आपण कर्ण अशा 
प्रकारे ठेवले आहते की त्यांच ेशवेटच ेबिद ूह ेआयताच ेशिरोबिद ू
बनतात. जसे आकृती 2 मध्ये दर्शविले आह.े
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अनुमान 1 - दुसऱ्या कर्णाची लांबी किती आहे ?

समाईक बाजूA

B

D

Cह ेखालीलप्रमाण ेससुंगतता  वापरून काढता येते.

ABCD हा आयत असल्याने,

AB = CD
∠BAD = ∠CDA = 90°

दोन्ही त्रिकोणांमध्ये AD ही समाईक बाज ूआह.े 

तर ∆ADC ≅ ∆DAB (SAS एकरूपतेवरुन) 

म्हणनू AC = BD कारण ते एकरूप त्रिकोणोच ेसंगत घटक आहते. यावरून असे दिसनू येते की आयताच्या 
कर्णाची लांबी नेहमीच समान असते.

तर दसुरा कर्ण दखेील 8 सें.मी. लांब असेल. तमु्ही कांही आयत काढून व मापनू हा गणुधर्म सत्यापित करू 
शकता.

अनुमान 2 - दोन कर्णाच्या छेदनबिदूचे स्थान काय आहे ?

ह ेएकरूपता वापरून दखेील शोधता येते. आपल्याला OA आणि OC तसेच OB आणि OD मधील संबंध 
जाणनू घ्यायचा असल्याने आपण आयत ABCD च ेकोणते दोन त्रिकोण विचारात घतेले पाहिजेत ?

निळे कोन समान आहते कारण ते 
शिरोविरुद्ध कोन आहते.

एकरूपता दाखवण्यासाठी ∠1 आणि ∠2 
विचारात घ्या. ते समान आहते का?

O

1

2

A

B

D

C

A

B

D

C

O

∠B = 90° असल्याने
∠3 + ∠1 = 90°

∆BCD मध्ये 
∠3 + ∠2 + 90 = 180,
म्हणनू ∠3 + ∠2 = 90°

1

3

O

A

B

D

C

2

3

O

A

B

D

C
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तर ∠1 = ∠2 (= 90° – ∠3)

अशाप्रकारे एकरूपतेसाठी AAS एकरूपतेनसुार ∆AOB ≅ ∆COD.

म्हणनू OA = OC आणि OB = OD कारण ते एकरूप त्रिकोणांच ेसंगत घटक आहते. म्हणनू O हा AC 
आणि BD चा मध्यबिद ूआह.े 

यावरून असे दिसनू येते की आयताच ेकर्ण नेहमी एकमकेांना मध्यबिदमुध्ये छेदतात.

म्हणनू आयत मिळविण्यासाठी कर्ण अशा प्रकारे काढले पाहिजेत की ते समान आहते आणि ते मध्यबिदमूध्ये 
छेदतात. जेव्हा कर्ण त्यांच्या मध्यबिदवूर छेदतात, तेव्हा आपण म्हणतो की कर्ण एकमकेांना दभुागतात. एका 
राशीचे दुभाजक करणे म्हणजे त्याचे दोन समान भाग करणे.

कांही आयत काढून त्यांच ेकर्ण आणि छेदनबिद ूमोजनू हा गणुधर्म पडताळून पाहू.

	 ∆AOD ≅ ∆COB  ह ेएकरूप दाखविण्यासाठी खालील समानता वापरता येतील का ?

AO = CO (वर सिध्द झाले आह)े 						          
गणिती बोल

∠AOB = ∠COD  (शिरोविरुद्ध कोन)

AD = CB

अनुमान 3 - कर्णामधील कोन किती असावा ? 		          

60°

A B

D C

O

उजवीकडील आकृतीत दाखविल्याप्र‌माण े जर आपण दोन्ही कर्ण अशा 
प्रकारे काढले की त्यांची लांबी समान असेल, ते एकमकेांना दभुाजक असतील 
आणि त्यांच्यामध्ये एक अनियंत्रित कोन असेल. उदाहरणार्थ 600 तर आपल्याला 
कोणता चौकोन मिळेल ते पाहू.

	 तमु्हाला राहिलेले सर्व कोन मिळतील का ?

O
60°

60°

120°120°

A B

D C

शिरोविरुद्ध कोन आणि रेषीय कोनांच्या जो�ा यांचा वापर करून आपण 
कर्णामधील राहिलेले कोन शोध ूशकतो.
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∆AOB मध्ये  AO = OB असल्याने त्यांच ेविरुद्ध कोन समान आहते.

O

a a
A B

D C

60°

60°

120°120°

त्या कोनांना  'a'  नांव द्या.

	 तमु्हाला  'a'  ची किमत मिळेल का ?

∆AOB मध्ये
	 a + a + 60 = 180 (त्रिकोणाच ेअांतर कोन)

2a = 120
 ∴ a = 60

त्याचप्रमाण,े आपण इतर सर्व कोनांची मलू्ये  शोध ूशकतो.

O

60°

60°

120°120°

60°60°

60°60°

30° 30°

30° 30°

A B

D C

 	 आता आपण ओळख ूशकतो का की ABCD हा कोणत्या प्रकारचा चौकोन आह े?

	 लक्षात घ्या की त्याच ेसर्व कोन 90° (30°+60°) पर्यंत बेरीज असते.

 	 त्यांच्या बाजूंब‌द्दल आपण काय म्हण ूशकतो ?

60°

60°

O

A B

D C

120°120°
O

A B

D C

आपण पाहू शकतो की, ∆AOB ≅ ∆COD आणि ∆AOD ≅ ∆COB म्हणनू AB = CD आणि  
AD = CB कारण ते एकरूप त्रिकोणाच ेसंगत घटक आहते.
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म्हणनू, ABCD हा एक आयत आह ेकारण तो आयताची व्याख्या परू्ण करतो.

x

B

D C

A

O

 	 जर कर्णामधील कोन बदलले तर ABCD हा आयत राहील का ? आपण 
याच े सामान्यीकरण करू शकतो का ?

कर्णामधील एक कोन x आह ेअसे समज.ू

A B

D C

x

x

180° – x180° – x

आपण कर्णामधील चार कोन  x, x, 180 – x,  
आणि 180 – x असे मोज ूशकतो.

   तमु्हाला इतर कोन मिळतील का ?

	 ∆AOB हा समद्विभजु त्रिकोण आह ेह ेआपल्याला माहित असल्याने आपण 
त्याच्या दोन्ही कोनांच ेमाप  'a'  ने दर्शव ूशकतो.

A B

D C

x

a ab

b

x

180° – x180° – x
O

   x च्या संदर्भात a च े(अशंामध्ये) मलु्य किती आह े?

a + a + x = 180 
(त्रिकोणाच्या अांतर कोनांची बेरीज)

2a = 180 – x 

a = (180 – x)
2

 = 90 – 
 x
2

त्याचप्रमाण े∆AOD समद्विभजु त्रिकोणामध्ये पायामधील कोन b घऊे. 

O

A B

D C

x

x

180° – x180° – x

 90°– 
x
2  

 90°– 
x
2  

 90°– 
x
2  

 90°– 
x
2  

x
2  

 
x
2  

x
2  

 
x
2  

b + b + 180 – x = 180 

2b = 180 – (180 – x) 

2b = 180 – 180 + x

2b = x

b = 
 x
2

चौकोनाच ेसर्व कोन a + b आहते,

90 – 
 x
2  +  

 x
2  = 90

अशाप्रकारे चौकोन ABCD च ेचारही कोन 900 आहते.
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 	 AB आणि CD, AD आणि BC बद्दल आपण काय म्हण ू शकतो? ∆AOB ≅ ∆COD आणि  
∆AOD ≅ ∆COB  आह.े

म्हणनू AB = CD आणि AD = CB कारण ते एकरूप त्रिकोणांच ेसंगत घटक आहते.

म्हणनू कर्णामधील कोनांची मापे कांहीही असली तरी, जर कर्ण समान असतील आणि ते एकमकेांना दभुागत 
असतील तर तयार झालेल्या चौकोनाच ेकोन प्रत्येकी 900 असतात आणि विरुद्ध बाज ूसमान असतात. अशाप्रकारे 
चौकोन हा एक आयत आह.े

आता आपल्याला माहित आह ेकी लाकडी पट्टया  एकत्र करून आयताच ेशिरोबिद ूकसे तयार करावे लागतात! 
ते समान असले पाहिजेत आणि त्यांच्या मध्यबिदवूर जोडलेले असावेत.

A

B

D

CA

B

D

CA CO OO
4 सें.मी. 4 सें.मी. 4 सें.मी. 4 सें.मी.

4 सें.मी. 4 सें.मी.

4 स
ें.म

ी.
4 स

ें.म
ी.4 स

ें.म
ी.

4 स
ें.म

ी.

					     प्रत्यक्षात आयताकृती बनविण्यासाठी ही पध्दत वापरली जाते. 
यरुोपमधील सतुार आयताकृती चौकट तयार करण्यासाठी ही पध्दत 
वापरतात.

आफ्रिकेतील मोझांबिकमधील शतेकरी घर बांधताना आयताकृती 
आकारात घराचा पाया तयार करण्यासाठी ही पध्दत वापरतात ह ेदखेील 
ज्ञात आह.े

गुणधर्म शोधण्याची प्रक्रिया [The process of finding properties]

आपण खालच्या श्रेणीमधनू पाहत आलो आहोत की समांतर रेषा कोन आणि त्रिकोण यासारख्या भौमितीक 
वस्तूंच ेगणुधर्म भौमितीक तर्काद्वारे काढता येतात. या प्रकरणात आपण विशषे प्रकारच्या चौकोनांच ेगणुधर्म अभ्यास.ू

एकदा तमु्ही चौकोनाचा गणुधर्म काढला की कागदावर काढलेला चौकोन किवा चौकोनाच्या आकाराचा 
पषृ्ठभाग वापरून वास्तविक जगाच्या चौकोनाने त्याची पडताळणी करण ेचांगले होईल.

जर तमु्हाला अनमुानाचा वापर करून गणुधर्म काढता येत नसेल तर तमु्ही वास्तविक जगातील चौकोन 
घवेनू आणि मापनाद्वारे गणुधर्माच ेनिरीक्षण करून प्रयोग करू शकता. लक्षात ठेवा की ही निरीक्षण ेगणुधर्माबद्दल 
उपयकु्त अतंर्दृष्टी दतेात. परंत ु त्यांच्या बाबतीत आपण फक्त एक अनमुान तयार करू शकतो, तो म्हणजेच एक 
विधान ज्याब‌द्दल आपल्याला खूप विश्वास आहे, परंतु ते नेहमीच खरे आहे की नाही याची अद्याप खात्री 
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नाही. उदाहरणार्थ कांही आयत रचण ेआणि त्यांच ेकर्ण एकमकेांना दभुागतात ह ेमोजमापद्वारे पाहण ेयाचा अर्थ  
असा नाही की ह े नेहमीच असेल, आपण खात्री करू शकतो का की आपण रचलेल्या 1000 व्या आयतामध्ये 
दखेील हा गणुधर्म असेल ? या गणुधर्माब‌द्दल खात्री करण्याचा एकमवे मार्ग म्हणजे विश्वाने याच ेसमर्थन करण ेकिवा 
सिध्द करण,े जसे आपण अनमुान 2 मध्ये केले होते.

 

शिक्षकांना सचूना :- विद्यार्थ्यांना गणुधर्माच ेअनमुान काढण्यासाठी किवा त्यांच ेसमर्थन करण्यासाठी 
सौम्यपण ेप्रोत्साहीत करा. जेव्हा जेव्हा विद्यार्थ्यांना ते करताना आव्हाने येतात तेव्हा त्यांना प्रयोग करण्यास 
आणि निरीक्षण करण्यास प्रोत्साहीत करा आणि त्यांच्या अतंर्ज्ञानाचा वापर करून गणुधर्म शोधनू काढा.

सतुारांच्या उदाहरणावरून असे दिसनू येते की आयताची व्याख्या खालीलप्रमाण ेकरता येते.

आयत: आयत हा एक चौकोन आह ेज्याच ेकर्ण समान असतात आणि कर्ण एकमकेांना दभुागतात.

ही व्याख्या आधीच्या व्याख्येपेक्षा किती तरी वेगळी आह.े तरीही या दोन्ही व्याख्या एकाच प्रकारच्या 
चौकोनांच ेवर्णन करतात. शिवाय असे दिसनू येते की पहिली व्याख्या आणखी सोपी करता येते. 

	आधीच्या व्याख्येमध्ये आपण असे म्हटले होते की आयताच्या (a) समोरासमोरील बाज ूसमान लांबीच्या 
असतात आणि (b) सर्व कोन 900 असतात. जर आपण आयताची व्याख्या फक्त अशी केली की, आयतामध्ये 
सर्व कोन 900 असतात. तर ती व्याख्या चकुीची ठरेल का ?

	जर तमु्हाला असे वाटत असेल की ही व्याख्या अपरू्ण आह.े तर असा एक चौकोन रचण्याचा प्रयत्न करा. 
ज्यामध्ये सर्व कोन 900 असतील पण समोरासमोरील बाज ूसमान नसतील. 

	 तमु्ही असा चौकोन रच ूशकता का ?

ह ेअशक्य का आह ेते सिध्द करुया.

अनुमान 4 - ज्या चौकोनाचे सर्व कोन 900 इतके असतात त्याचा आकार कसा असतो ?

	 एका चौकोनाचा विचार करा ज्याच ेनांव ABCD आह ेआणि त्याच ेसर्व कोन 900 आहते. अशा चौकोनाच्या 
समोरासमोरील बाजूंबद्दल आपण काय म्हण ूशकतो ?

1

A

B

D

C

2

समाईक  बाजू

BD ही रेषा जोडा. ∆BAD आणि ∆DCB ह े एकरूप 
आहते असे दिसते. आपण हा दावा सिद्ध करू शकतो का ?

दोन समान गोष्टी थेट दिसतात. त्रिकोणांमधील ∠1 आणि 
∠2 बद्दल आपण काय म्हण ूशकतो ?

आपल्याला आठवेल की आपण असाच एक प्रश्न  
अनमुान - 2 मध्ये सोडविला होता. आपण तेच तर्क शास्त्र येथे वापरू  

					     शकतो.



9494

∠B = 90°, 
∠3 + ∠1 = 90°

∆BCD मध्ये
∠3 + ∠2 + 90° = 180°
∠3 + ∠2 = 90°

1

3

A

B

D

C

2

3

A

B

D

C

तर ∠1 = ∠2

अशाप्रकारे

∆BAD ≅ ∆DCB (AAS एकरूपतेवरून)

म्हणनू AD = CB आणि DC = BA कारण एकरूप त्रिकोणांच ेसंगत घटक आहते.

	 ∆BAD ≅ ∆CDB ह ेलिहीण ेचकुीच ेआह ेका ? 

अशाप्रकारे आपण ह ेसिद्ध केले आह ेकी जर चौकोनाच ेसर्व कोन काटकोन असतील, तर विरुद्ध बाजूंची 
लांबी समान असते. म्हणनू चौकोन हा आयत आह.े अशाप्रकारे आयताची व्याखा खालीलप्रमाण ेकरता येते. 

आयत: आयत म्हणजे एक चौकोन ज्यामध्ये सर्व कोन 900 असतात.

चला आयताच ेगणुधर्म सचूीबद्ध करूया.

गुणधर्म 1: आयताच ेसर्व कोन 900 आहते.

गुणधर्म 2: आयताच्या विरुद्ध बाज ूसमान असतात.

	 आयताच्या विरुध्द बाज ूसमांतर असतात का ? ते निश्चितच समांतर दिसतात. या वस्तुस्थितीच ेसमर्थन एका 
गणुधर्माचा वापर करून सिध्द केले जाऊ शकते. 

A

B

D

Cलक्षात घ्या की AB ही AD आणि BC ची छेदिका आह ेआणि 
∠A +∠B = 90° + 90° = 180°

जेव्हा छेदनबिदचू्या एकाच बाजलूा असलेल्या आतंर कोनंाची 
बेरीज 180° असते तेव्हा रेषा समांतर असतात. या वस्तुस्थितीचा वापर 
करून आपण असा निष्कर्ष काढू शकतो की AD आणि BC या रेषा 
समांतर आहते ज्या AD || BC म्हणनू दर्शवितो.
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तमु्ही याचप्रकारे AB ही DC ला समांतर आह ेह ेदाखव ूशकता का (AB || DC) ?

गुणधर्म 3: आयताच्या विरुद्ध बाज ूएकमकेांना समांतर असतात. 

गुणधर्म 4: आयताच ेकर्ण समान लांबीच ेअसतात आणि ते एकमकेांना दभुागतात.

एक विशेष आयत [A Special Rectangle]

खालील चौकोनांमध्ये आयत नसलेले चौकोन आहते का?

(i) (ii) (iii) (iv)

5 सें.मी.

5 सें.मी.

2 
सें.

मी
.

6 
सें.

मी
.

3.6 सें.मी.

5 सें.मी.

5 सें.मी.

1स
ें.म

ी.2 सें.मी.

6 सें.मी.
3.6 सें.मी.

1 सें.मी.

4 सें.मी.

4 सें.मी.

4 
सें.

मी
. 4 सें.मी.

ह ेसर्व चौकोन आयताकृती आहते, ज्यामध्ये (iv) चा समावेश आह.े चौकोन (iv) आयताकृती आह ेकारण 
त्याच ेसर्व कोन 900 आहते. तथापि तो एका विशिष्ट प्रकारचा आयत आह ेज्याच्या सर्व बाजूंची लांबी समान आह.े 
आपल्याला माहित आह ेकी या चौकोनाला चौरस म्हणतात.

चौरस [Square]: चौरस हा असा चौकोन आह ेज्यामध्ये सर्व कोन 900 इतके असतात आणि सर्व बाज ूसमान  
लांबीच्या असतात. अशाप्रकारे प्रत्येक चौरस हा आयत असतो, परंत ुप्रत्येक आयत स्पष्टपण ेचौरस नसतो.

मी एक भारतीय 
आह ेआणि मी 
मल्याळी आह.े

थांबा मग त ूयापैकी नक्की कोण 
आहसे - भारतीय की मल्याळी ? 
त ूदोन्ही कसा अस ूशकतोस ?

ह ेसंबंध वेन आकृती वापरून चित्राकृतीने दर्शविले जाऊ शकतात. आपण यापरू्वी अशा आकृत्या पाहिल्या 
आहते. वेन आकृतीमध्ये वस्तूंचा समहू एका बंद वक्राच्या आत असलेला बिद ूम्हणनू दर्शविला जातो. सामान्यत: 
ह ेबंद वक्र अडंाकृती किवा वर्तुळे असतात.
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उदाहरणार्थ चौरसांचा समहू खालीलप्रमाण ेदर्शविला जातो.

चौरस

या क्षेत्रातील प्रत्येक बिद ूएका चौरसाच ेप्रतिनिधित्व करतो, त्यामळेु सर्व संभाव्य चौरसाचा समावेश होतो.

प्रत्येक चौरस हा आयत असल्यामळेु या दोन समहूांच े वेन आकृतीमधील प्रतिनिधीत्व खालीलप्रमाण े 
असेल.  

  आयत

चौरस

	सतुाराच्या प्रश्नाचा पनु्हा विचार करुया. जर लाकडी पट्टया अशा प्रकारे ठेवायच्या की त्यांच्या टोकांमधनू 
जाणाऱ्या दोऱ्यामळेु चौरस तयार करत असतील, तर काय करावे लागेल ?

A

B

D

C

O

मागील उदाहरणाप्रमाण ेआपण 8 सें.मी. लांबीचा कर्ण असलेला चौरस 
रचण्याचा प्रयत्न करुया.

आयताचा प्रश्न सोडविताना आपण पाहिले की सर्व कोन 900 (आणि 
समान लांबीच्या विरुध्द बाज)ू असलेला चौकोन मिळविण्यासाठी कर्ण खालील 
प्रमाण ेकाढले जातात.

i) ते समान लांबीच ेअसतात आणि

ii) ते एकमकेांना दभुागतात.

 	 बाजूंची लांबी समान ठेवण्यासाठी आणखी काय करावे लागेल ? कर्णामधील कोनांची योग्य निवड करून ह े
साध्य करता येईल का ? तमु्ही तर्क  करू शकता का किवा प्रयोग करून ह ेशोध ूशकता का ते पहा ! 

अनुमान 5 - कर्णामधील कोन किती असावा ?

कर्णामधील कोन एकरूपतेच्या कल्पनेचा वापर करून शोधता येतो ! समजा आपण समान लोबीच्या बाज ू
जोडतो ज्यामळेु ते एकमकेांना दभुागतात आणि चौरस रचला जातो.

चौरसाला ABCD नांव दऊेया.
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कर्णामळेु तयार झालेला कोन शोधण्यासाठी, एकरूपतेसाठी आपण कोणते. दोन त्रिकोण विचारात घतेले 
पाहिजेत ?

D

A

C

B

O
समाईक

 बाजू

 ∆BOA ≅ ∆BOC (SSS एकरूपतेवरुन)

	 कर्णामळेु तयार झालेले कोन ∠BOA आणि ∠BOC शोधण्यासाठी याचा उपयोग करता येईल का ?

ह ेकोन एकरूप त्रिकोणांच ेसंगत घटक असल्याने ते समान आहते. शिवाय ह ेकोन एकत्रितपण ेएक सरळ रेषा 
तयार करतात. म्हणनू ∠BOA + ∠BOC = 180° म्हणनू हा प्रत्येक कोन 900 असला पाहिजेत.

यावरून असे दिसनू येते की चौरसाच ेकर्ण परस्परांना काटकोनात दभुागतात. याचा अर्थ असा आह ेकी कर्ण 
समान लांबीच े असावेत आणि एकमकेांना काटकोनात दभुागले पाहिजेत. चौकोनाच े शिरोबिद ू निश्चित करणारे 
कर्णांच ेअतंिम (शवेटच)े बिद ूअसल्याने या पद्धतीने जोडल्यास आपल्याला एक चौरस मिळेल,

	या वस्तुस्थितीचा वापर करून 8 सें.मी. लांबीचा कर्ण असलेला एक चौरस रचा.

चौरसाचे गुणधर्म [Properties of a square]

चौरस हा एक विशषे प्रकारचा आयत असल्याने, आयताच ेसर्व गणुधर्म चौरसासाठी लाग ूपडतात.  

	अनमुान 1 आणि अनमुान 2 मधील भौमितीक तर्क  वापरून ह ेखरे आह ेका ते पडताळून पहा आणि ते 
चौकोनाला दखेील लाग ूहोतात का ते पहा. 

गणुधर्म 1: 	चौरसाच्या सर्व बाजूंची लांबी समान असते.

गणुधर्म 2: 	चौरसाच्या विरुद्ध बाज ूएकमकेांना समांतर असतात. 

गणुधर्म 3: 	चौरसाच ेसर्व कोन 900 च ेअसतात.

गणुधर्म 4: 	चौरसाने कर्ण समान लांबीच ेअसतात आणि ते एकमकेांना 900 मध्ये दभुागतात. 

चौरसाचा आणखी एक विशषे गणुधर्म आह.े
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	∠1, ∠2, ∠3 आणि ∠4 च ेमाप किती आह े? तमु्ही ह ेतर्क  करू शकता का किवा प्रयोग करू शकता का 
ते पहा ! 

A B

D C

1

2

3

4

∆ADC मध्ये,

∠1 + ∠3 + 90° = 180°

AD = DC म्हणनू ∠1 = ∠3

म्हणनू ∠1 = ∠3 = 45°

त्याचप्रमाण े∠2 आणि ∠4 च ेमाप शोधा.

	 अशाप्रकारे आपल्याला चौरसाचा आणखी एक गणुधर्म मिळतो.

गुणधर्म 5: चौरसांच े कर्ण चौरसाच्या कोनांना समान भागांमध्ये विभागतात ह े असे दखेील व्यक्त करता येते    
  चौरसाच ेकर्ण चौरसाच्या कोनांना दभुागतात.

	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1.	 खालील आयतांमधील इतर सर्व कोन शोधा.

30°

110°

(i) (ii) S

R

P

Q
D C

A B

2. 	 एक चौकोन काढा ज्याच्या कर्णांची लांबी 8 सें.मी. असेल जे एकमकेांना दभुागतात आणि ज्यांच्या छेदन 
बिदूतं खालीलपैकी कोणत्या एका कोनात छेद‌तात.

	 (i) 30°	 (ii) 40°	 (iii) 90°	 (iv) 140°

3.	 ‘0’ कें द्र असलेले एक वर्तुळ विचारात घ्या. रेषाखडं PL आणि AM ह ेवर्तुळाच ेदोन लंब असलेले व्यास 
आहते. APML ही आकृती कोणती आह े? ह ेसमजनू घणे्यासाठी तर्क  लावा किवा प्रयोग करा.

गणिती बोल

4. 	 कागदाच्या घ�ा घालनू 900  चा कोन कसा तयार करायचा ह ेआपण पाहिले आह.े आता 
समजा आपल्याकडे कोणताही कागद नाही, पण समान लांबीच्या दोन का�ा आणि एक  
धागा आह.े यांचा वापर करून आपण तंतोतंत 90° चा कोन कसा तयार करू शकतो ? 
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प्रयत्न करा
5. 	 आपण पाहिले की आयताचा एक गणुधर्म म्हणजे त्याच्या विरुध्द बाज ू समांतर असतात. 
	 आयताची ही व्याख्या म्हणनू निवडता येईल का ? दसुऱ्या शब्दांत सांगायच े तर, ज्या 

चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूसमांतर आणि समान असतात तो आयत असतो का ?

4.2  चौकोनातील कोन [Angles in a Quadrilateral]

	 तीन कोन 900 असलेले आणि चौथा कोन 900 नसलेला असा चौकोन रचण ेशक्य आह ेका ?

तमु्ही कदाचित रचनांमधनू पाहिले असेल की ह ेशक्य नाही.

	पण का नाही?

ह ेचौकोनांच्या कोनाशी संबंधित सामान्य गणुधर्मामळेु आह.े

आपण पाहिले आह ेकी त्रिकोणाच्या कोनांची बेरीज 180° आह.े चौकोनाच्या कोनांच्या बेरजेमध्ये दखेील 
अशीच एक नियमितता आह.े 

एक चौकोन SOME चा विचार करा. एक कर्ण SM काढा. आपल्याला ∆SEM आणि ∆SOM ह ेदोन 
त्रिकोण मिळतात.

1

2 3

4
5

6

S

E

M

O

∆ SEM मध्ये

	 ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°
आणि ∆ SOM मध्ये ∠4 + ∠5 + ∠6 = 180°

जेव्हा आपण सर्व सहा कोन जोडतो तेव्हा आपल्याला

	 ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°
आणि ∆ SOM मध्ये

∠4 + ∠5 + ∠6 = 180°

जेव्हा आपण सर्व सहा कोन मिळवितो तेव्हा आपल्याला,

∠1 + ∠2 + ∠3 + ∠4 + ∠5 + ∠6 = 180° + 180° = 360° 

किवा (∠1 + ∠4) + (∠3 + ∠6) + ∠2 + ∠5 = 360° 

म्हणनू (∠1 + ∠4), (∠3 + ∠6) (∠3 + ∠6), ∠2 आणि ∠5 ह ेया चौकोनाच ेकोन असल्याने 
आपल्याला खालील निष्कर्ष मिळतो.

कोणत्याही चौकोनातील सर्व कोनांची बेरीज 360° असते. 

यावरून ह ेस्पष्ट होते की, एखाद्या चौकोनाला तीन काटकोन असण ेशक्य आह,े परंत ुचौथा कोन काटकोन 
नसण ेशक्य नाही.
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4.3 विरुद्ध बाजू समांतर असलेले चौकोन [More Quadrilaterals with parallel 
opposite sides]

आयतांना (चौरसांना दखेील) विरुद्ध बाज ूसमांतर असतात.

	अस ेचौकोन आहते का ज्यांच्या विरुद्ध बाज ूसमांतर  आहते परंत ुते आयत नाहीत ?

चला आपण एक रचना करण्याचा प्रयत्न करुया, समांतर रेषांच्या दोन जो�ा काढून ह ेसहज करता येते 

फक्त ह ेसनुिश्चित करा की ह ेकाटकोनात मिळत नाहीत. 

A B

D C

	समांतर रेषांची रचना कशी करायची यासाठी कंपास, मोजप‌ट्टी किवा 
त्रिकोणी गणु्या वापरण्याच ेआठवनू अशी आकृती काढा.

चौकोन ABCD पहा. त्यांच्या विरुध्द बाज ूसमांतर आहते पण तो 
आयत नाही.

अशाप्रकारे, चौकोनांचा एक मोठा संच अस्तित्वात असतो ज्यामध्ये 
विरुद्ध बाज ू समांतर असतात. अशा चौकोनांना समांतरभजु चौकोन 
म्हणतात.

	आयत समांतरभजु चौकोन आह ेका ?

आयतामध्ये विरुद्ध बाज ूसमांतर असतात. म्हणनू ते समांतरभजु चौकोनाच्या व्याख्येनसुार असते. अधिक 
स्पष्टपण ेसांगायच ेतर आयत हा एक विशषे प्रकारचा समांतरभजु चौकोन आह ेज्याच ेसर्व कोन 900 च ेआहते. 

वेन आकृती वापरून ह ेसंबंध दर्शवयूा.

आयत

चौरस  

   समांतरभजु चौकोन

समांतरभजु चौकोनाच्या बाज ू आणि कोनांमधील संबंध समजनू घणे्यासाठी खालील आकृतीची रचना  
करूया.
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30°

5 सें.मी.

4 सें.मी.A B

D C
	एक समांतरभजु चौकोन काढा ज्याच्या लगतच्या बाजूंची

 	 लांबी 4 आणि 5 सें. मी. आणि त्याच्यामधील कोन 30° आह.े

30°

5 सें.मी.

4 सें.मी.A B

D C

30°

5 सें.मी.

4 सें.मी. B

D

A

पायरी 1: 	 रेषाखडं AB = 4 सें. मी. आणि AD=5 सें. मी. असा 
काढा की त्यांच्यामध्ये 30° चा कोन असेल.

पायरी 2: 	बि द ूD मधनू AB ला समांतर रेषा आणि बिद ूB मधनू 
AD ला समांतर रेषा काढा. या रेषा ज्या  बिदतू छेदतात 
त्याला C असे नांव द्या.

	 ABCD हा अपेक्षित समांतरभजु चौकोन आह.े

	समांतरभजु चौकोनाच ेराहिलेले कोन कोणते आहते ? राहिलेल्या बाजचूी लांबी किती आह े? ह ेशोधण्यासाठी 
तमु्ही तर्क  लाव ूशकता किवा प्रयोग करू शकता.

अनुमान 6 - समांतरभुज चौकोनाच्या कोनांबद्दल आपण काय सांगू शकतो?

समांतरभजु चौकोन ABCD मध्ये AB || CD आणि AD ही त्यांची छेदिका आह.े

∠A + ∠D = 180° (छेदिकेच्या एकाच बाजलूा असलेल्या आतंर कोनांची बेरीज)

म्हणनू ∠D = 180 – ∠A = 180 – 30 = 150° 

त्याचप्रमाण ेAB || CD  आणि AB आणि CD 

 30°

5 सें.मी.

4 सें.मी.A B

D C

या त्यांच्या छेदिका आहते.

तर ∠A + ∠B = 180°

	 ∠C + ∠D = 180°

या समीकरणांचा वापर करून आपल्याला ∠B = 150° आणि ∠C = 30° आपण पाहतो की या समांतरभजु 
चौकोनात लगतच्या कोनांच्या जो�ांची बेरीज 180° असते.

∠A + ∠B = 180°, ∠A + ∠D = 180°, ∠C + ∠D=180° आणि ∠B + ∠C = 180°

आणि ∠A = ∠C आणि ∠B = ∠D
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छेदिकेच्या एकाच बाजकूडील लगतच ेकोन समांतर रेषांच्या जोडीच ेआतंर कोन असल्याने त्यांची बेरीज 
180° असण ेआवश्यक आह.े

	 विरुध्द कोनांबद्दल काय ? ते सर्व समांतरभजु चौकोनांमध्ये समान असतील का ? होय असल्यास, आपण 
खात्री कशी करू शकतो ? 

 x

P E

R Aसमजा आपण एका कोनाला x मान ूइतर कोन कोणते आहते ?

∠P + ∠R = 180° 
∠R = 180 – ∠P = 180 – x
त्याचप्रमाण े∠A + ∠R = 180°

∠A = 180 – ∠R = 180 – (180 – x) = 180 – 180 + x = x
अशाप्रकारे ∠P = ∠A = x 

त्याचप्रमाण ेआपण सिध्द करू शकतो की. 

∠ R = ∠E = 180 – x 
म्हणन हे दर्शविते की समांतरभुज चौकोनाचे विरुद्ध कोन नेहमी समान असतात.

अनुमान 7 - समांतरभुज चौकोनाच्या बाजूबद्दल आपण काय सांगू शकतो ?

 	समांतरभजु चौकोनाकडे पाहिल्यास, असे दिसनू येते की यांच्या विरुद्ध बाज ूसमान आहते.

ह ेसिद्ध करण्यासाठी आपण पनु्हा एकरूपतेचा वापर करू शकतो का ? यासाठी कोणते दोन त्रिकोण विचारात 
घतेले जाऊ शकतात ? 

A B

D C

समाईक बाजू

∆ABD व ∆CDB मध्ये एका कंसाने चिन्हांकीत केलेले कोन समान असतात कारण समांतरभजु चौकोनाच े
विरुद्ध कोन समान असतात.

AD || BC असल्याने BD ही छेदिका आह.े दहुरेी 
कंसाने चिन्हांकीत केलेले कोन समान आहते कारण ते  व्युत्क्रम 
कोन आहते.

म्हणनू ∆ABD ≅ ∆CDB (AAS एकरूप अटीनसुार)

म्हणनू AD = CB आणि AB = CD

अशाप्रकारे समांतरभुज चौकोनाच्या विरुध्द बाजू समान असतात.

 	∆ABD ≅ ∆CBD असे लिहीण ेचकुीच ेआह ेका ? का ? या अनमुानावरून आपण समांतरभजु चौकोनाच्या 
राहिलेल्या बाज ूआणि कोन शोध ूशकतो. 
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30°

5 सें.मी.

4 सें.मी.A B

D C

5 सें.मी.

4 सें.मी.

 30°

 150°

 150°

समांतरभजु चौकोनाच ेगणुधर्म सचूीबद्ध करूया. 

गुणधर्म 1: समांतरभजु चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूसमान असतात. 

गुणधर्म 2: समांतरभजु चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूसमांतर असतात.

गुणधर्म 3: समांतरभजु चौकोनामध्ये विरुद्ध कोन समान असतात आणि लगतच्या कोनांची बेरीज 180° असते.

 	समांतरभजु चौकोनाच ेकर्ण नेहमी समान असतात का ? तमु्ही तयार केलेल्या समांतरभजु चौकोनासह तपासा. 
आपण पाहतो की समांतरभजु चौकोनाच ेकर्ण समान असण ेआवश्यक नाही.

	 ते एकमकेांना दभुागतात का ? (ते त्याच्या मध्यबिदवूर छेदतात का) ह ेशोधण्यासाठी तर्क  लावा किवा प्रयोग 
करा.

अनुमान 8: समांतरभुज चौकोनातील दोन कर्णाच्या छेदन बिदूला काय म्हणतात ?

E Y

A S

O

आयताच्या उदाहरणाप्रमाण े आपण ∆AOE आणि ∆YOS ची 
एकरूपता दाखवनू समांतरभजु चौकोन EASY मध्ये कर्ण एकमकेांना 
दभुागतात की नाही ह ेशोध ूशकतो.

AE = YS ( ∴ समांतरभजु चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूआहते)

एकाच कंसाने चिन्हांकीत केलेले कोन समान असतात आणि दहुरेी 
कंसाने चिन्हांकीत केलेले कोन दखेील समान असतात, कारण त्या समांतर रेषांच्या एकांतर कोन आहते.

अशाप्रकारे ∆AOE  ≅ ∆YOS (ASA एकरूपते नसुार) 

म्हणनू OA = OY आणि OE = OS कारण एकरूप ित्रकोणांच े संगत घटक आहते.

अशाप्रकारे O हा दोन्ही कर्णाचा मध्यबिद ूआह.े

 	  ∆AOE  ≅ ∆SOY ह ेलिहीण ेचकुीच ेआह ेकाय ? का ?

गुणधर्म 4: समांतरभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना दभुागतात. 

 समांतरभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना एका विशिष्ट कोनावर छेदतात का ?
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4.4 समान बाजूची लांबी असलेले चौकोन

 50°

 A  B

 D

 [Quadrilaterals with equal side lengths]
चौरस ह ेएकमवे चौकोन आहते का ज्यांच्या बाजचूी लांबी समान आह?े 

आपण रचनेद्वारे ह ेशोधयूा.

दोन समान बाज ूAD आणि AB काढा ज्या एकमकेांना लंब नाहीत.

 	आपण हा चौकोन अशा प्रकारे परू्ण करू शकतो का की त्याच्या सर्व बाज ू
समान लंाबीच्या असतील ? C हा बिद ू B आणि D पासनू समान 
अतंरावर चिन्हांकीत करा. ह ेकरण्यासाठी कंपासचा वापर करून AB च े
माप घ्या. याच त्रिज्येने B आणि D वरून कंस काढा. 

50°

A B

D C

आता आपल्याकडे समान बाजूंची लांबी असलेला आणि 
त्याचा एक कोन 50° असलेला चौकोन आह.े लक्षात घ्या की 
आपण 180° पके्षा कमी (50° च्या जागी) कोणताही कोन घऊेन 
असा चौकोन तयार करू शकलो असतो.

ज्या चौकोनाचे सर्व बाजंूची लांबी समान असते त्याला 
समभूज चौकोन म्हणतात.

 	आपण रचलेला समभजु चौकोन ABCD च ेइतर कोन कोणते आहते ? ह ेशोधण्यासाठी तर्क  लावा किवा 
प्रयोग करा.

अनुमान 9 - समभुज चौकोनातील कोनांब‌द्दल आपण काय म्हण शकतो ? 
एका समभजु चौकोनाच्या GAME बद्दल विचार करा.     

G A

E M

 a
 b

 d
 c

∆GAE मध्ये, GE = GA, a = d 

त्याचप्रमाण े∆MAE, ME = MA, b = c,

 	∆GAE ≅ ∆MAE  ह ेत्रिकोण एकरूप कसे आहते ?

तर a = b, c = d आणि ∠G = ∠M  (कारण एकरूप 
त्रिकोणाच ेसंगत घटक आह)े

अशाप्रकारे a = b = c = d

BA

D C

 a
 a

a
a

 50°

 50°

ह ेसत्य कोणत्याही समभजु चौकोनासाठी लाग ूहोते. आपण ते समभजु चौकोन ABCD ला लाग ूकरू जो 
आपण तयार केला आह.े त्यामध्ये कर्ण a आकृतीमध्ये दर्शविल्याप्रमाण ेचार समान कोन तयार करतात.

∆ADB मध्ये
   a + a + 50° = 180°
   a = 65° तर समभजु चौकोन ABCD च ेकोन 50°, 130°, 50°  

        आणि 130° आहते.
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समभुज चौकोनामध्ये विरुद्ध कोन समान असतात.

A B

D C

 65°

 50°

 50° 65°

 65°
 65°

विशषे म्हणजे इतर कोन शोधण्यासाठी आणखीन एक मार्ग आह,े 
जो आपण तयार, केलेल्या समभजु चौकोन ABCD च्या बाबतीत 
वापरू शकतो. आपण ह े दाखविले आह े की सामान्यपण े समभजु 
चौकोन GAME मध्ये कर्णाने तयार केलेले चार कोन एकमकेांना 
समान असतात.

G A

E M

 a

 a

G A

E M

 a

 a

रेखाखडं EM आणि GA यांची छेदिका AE 
यांचा विचार करा. व्युत्क्रम कोन समान असल्याने  

EM || GA

त्याचप्रमाण े रेषाखडं GE आणि AM. यांची 
छेदिका AE यांचा विचार करा. व्युत्क्रम कोन 
समान असल्याने GE||AM

50°
A B

D Cविरुध्द बाज ूसमांतर असल्याने GAME दखेील समांतरभजु 
चौकोन आह.े अशाप्रकारे प्रत्येक समभजु चौकोन हा समांतरभजु 
चौकोन असतो आणि समांतरभजु चौकोनाच े गणुधर्म समभजु 
चौकोनांसाठीही लाग ू होतात. तसेच समभजु चौकोनाच्या 
लगतच्या कोनांची बेरीज 1800 असते आणि विरुद्ध कोन समान 
असतात. (अनमुान 6 मधील तर्क  समभजु चौकोनालाही लाग ू
होतो का, ते तपासा !) 

म्हणनू ABCD या समभजु चौकोनात 
∠A = ∠C = 50° आणि 

∠D = ∠B = 180  –  50 = 130°

 समभजु चौकोन एक समांतरभजु चौकोन आह ेआणि आयत दखेील एक समांतरभजु चौकोन आह.े ह ेवेन 
आकृती वापरून कसे दर्शविता येईल ?

	या आकृतीमध्ये चौरसांच ेसंच कुठे असेल ? 

	 आपल्याला माहित आह े की चौरस हा आयत असतो. चौरसाच्या विरुद्ध बाज ू समांतर असल्याने चौरस 
दखेील समांतरभजु चौकोन आह.े शिवाय चौरसाच्या सर्व बाजूंची लांबी समान असल्याने चौरस दखेील 
समभजु चौकोन आह.े म्हणनू वेन आकृती खालीलप्रमाण ेअसेल !
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आयत

चौरस

समांतरभजु चौकोन आयत     समभजु चौकोन

समांतरभजु चौकोन

चौरस

चला समभजु चौकोनाच ेगणुधर्म सचूीबध्द करूया.

गुणधर्म 1: समभजु चौकोनाच्या सर्व बाज ूसमान लांबीच्या असतात.

गुणधर्म 2: समभजु चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूएकमकेांना समांतर असतात.

गुणधर्म 3: समभजु चौकोनात लगतच्या कोनांची बेरीज 1800 असते आणि विरुध्द कोन समान असतात.

	समभजु चौकोनाच ेकर्ण समान असतात का ?

गुणधर्म 4: समभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना दभुागतात. 

गुणधर्म 5: समभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना काटकोनात दभुागतात.

	समभजू चौकोनाच ेकर्ण कोणत्याही विशिष्ट कोनात छेदतात का ? ह ेशोधण्यासाठी तर्क  लावा किवा प्रयोग 
करा!

अनुमान 10: समभजु चौकोनाच्या कर्णानी त्यांच्या छेदनबिदवूर तयार केलेल्या कोनांबद्दल आपण काय म्हण ू
शकतो ? 

G A

E M

O

 	 समभजु चौकोन GAME मध्ये 

∆GEO ≅ ∆MEO आह ेका ?

∴ ∠GOE = ∠MOE कारण ते एकरूप त्रिकोणाच ेसंगत 
कोन आहते. त्यांची बेरीज 1800 असल्याने, प्रत्येक कोन 900 
असावेत.

गुणधर्म 6: समभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना 900 च्या कोनात छेदतात.
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 शोधा पाहू. [Figure it out]  

1.	 खालील चौकोनांमधील राहिलेले कोन शोधा.
S R

P Q

110°

R A

P E
40°

(iii)

U V

X W

30°
A

O I

E
20°

(i) (ii)

(iv)

2. 	 कर्णाच्या गणुधर्माचा वापर करून असा समांतरभजु चौकोन तयार करा ज्याच े कर्ण 7 सें. मी. आणि ते  
5 सें. मी. लांबीच ेआहते, 1400 कोनात छेदतात. 

3. 	 कर्णाच्या गणुधर्माचा वापर करून असा समभजु चौकोन रचा की ज्याच ेकर्ण 4  सें. मी. आणि 5  सें. मी. 
लांबीच ेअसतील.

4.5  चौकोनांसोबत खेळूया [Playing with Quadrilaterals]

जिओबोर्ड उपक्रम  

एक जिओबोर्ड आणि कांही रबर बँडस घ्या. जर तमुच्याक‌डे ह ेनसतील तर तमु्ही या उपक्रमासाठी पसु्तकाच्या 
शवेटी दिलेल्या ठिपक्यांच्या कागदाचा वापर करू शकता.
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दोन रबर बँडस एकमकेांना काटकोनात ठेवा, ज्यामळेु समान लांबीच ेकर्ण तयार होतील, त्यांच ेटोक जोडा.

	तमु्हाला कोणता चौकोन मिळाला ? तमुच्या उत्तराच ेस्पष्टीकरण द्या.

एका कर्णाला दोन्ही बाजूंनी 2 सें. मी. ने वाढवा.

	आता तमु्हाला कोणता चौकोन मिळेल ? तमुच्या उत्तराने स्पष्टीकरण द्या.

त्रिकोण जोडण. [Joining triangles]

1. 	 8 सें. मी. बाज ूअसलेला समभजु त्रिकोणाच ेदोन पठु्ठयाच ेतकुडे घ्या.

8  सें.मी.

8 स
ें.म

ी. 8  सें.मी.

8  सें.मी.

8 स
ें.म

ी. 8  सें.मी.
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	तमु्ही ते जोडून एक चौकोन तयार करू शकता का ?

8 
 स

ें.म
ी.

8  सें.मी.

8  सें.मी. 8  सें.मी.

8  सें.मी.

 	हा कोणत्या प्रकारचा चौकोन आह े? तमुच्या उत्तराच ेस्पष्टीकरण द्या.

2. 	 8  सें. मी., 8 सें. मी. आणि 6 सें. मी. बाज ूअसलेल्या समद्विभजु त्रिकोणाच ेदोन पठु्ठयाच ेतकुडे घ्या.

6 सें.मी.

8 
सें.

मी
. 8 सें.मी.

6 सें.मी.

8 
सें.

मी
. 8 सें.मी.

 	चौकोन मिळविण्यासाठी त्यांना जोडण्याच ेकोणते वेगवेगळे मार्ग आहते ?

6 सें.मी.

8 सें.मी.
8 सें.मी.

8 सें.मी.8 सें.मी.

8 
सें.

मी
.

6 सें.मी.

6 सें.मी.

8 
सें.

मी
. 8 सें.मी.

या पध्दतीने जोडल्यावर 
तमु्हाला काय मिळेल.

या पध्दतीने जोडल्यावर 
तमु्हाला काय मिळेल.

	ह ेकोणते चौकोन आहते ? तमुच्या उत्तराच ेस्पष्टीकरण द्या. 
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3.	 6 सें. मी., 9 सें. मी. आणि 12 सें. मी. बाज ूअसलेल्या विषमभजु त्रिकोणाच ेदोन पठु्ठयाच ेतकुडे घ्या.

6 स
ें.मी. 9 सें.मी.

12 सें.मी.

6 स
ें.मी. 9 सें.मी.

12 सें.मी.

  चौकोन मिळविण्यासाठी त्यांना जोडण्याच ेकोणते वेगवेगळे मार्ग आहते ?                    

  त्रिकोण जोडून मिळणारे वेगवेगळे चौकोन तमु्ही ओळख ूशकता का ? चौकोन ओळखताना 
तमुच ेउत्तर योग्य आह ेकी नाही ह ेसंागा.

4.6 पतंग आणि समलंब चौकोन [Kite and trapezium]
पतंग

6 सें. मी., 9 सें. मी. आणि 12 सें. मी. बाज ूअसलेले दोन त्रिकोण  खालीलप्रमाण ेएकत्र 
जोडले जाऊ शकतात.  

6 सें.मी.

9 सें.मी.

  12 सें.मी.

6 स
ें.मी.

9 सें.मी. 

हा चौकोन पतंगासारखा दिसतो. लक्षात घ्या लगतच्या बाज ूसमान लांबीच्या आहते. 

A

B

C

D

O

पतंग : 	 पतंग हा एक चौकोन आह.े त्याला ABCD असे नाव दणे्यात आले आह.े 
AB = BC आणि CD = DA

गुणधर्म 1: पतंगामध य्े दाखवा की, 

i) कर्ण BD हा ∠ABC आणि ∠ADC यांना दभुागतो.

ii) कर्ण AC ला कर्ण BD दभुागतो आणि तो त्याला लंब असतो, 

म्हणजेच AO = OC

सचूना: ∆AOB ≅ ∆COB दाखवा ?



111111

समलंब चौकोन 
P Q

RS

 [Trapezium]

समांतरभजु चौकोन म्हणजे त्याच्या विरुद्ध बाज ूसमांतर असतात. 
जर आपण ही अट शिथील केली, तर आपल्याला समलंब चौकोन हा एक 
नवीन प्रकारचा चौकोन मिळतो. 

समलंब चौकोन : हा असा चौकोन आह ेज्याच्या विरुद्ध बाजूंची 
किमान एक जोडी समांतर असते.

 समलंब चौकोन काढा. त्याने पाया लगतच ेकोन मोजा. (आकृतीत खणुा केलेले)

	न मोजता, तमु्ही राहिलेल्या कोनांच ेमाप शोध ूशकता ? आपल्याकडे PQ || SR

गुणधर्म 1: ∠S + ∠P = 180° आणि ∠R + ∠Q = 180°

या नियमांचा वापर करून, तमु्ही राहिलेल्या कोनांच े माप सहज शोध ू शकता. तमुच्या उत्तराची  
पडताळणी करा.

जेव्हा समांतर नसलेल्या बाजूंची लांबी समान असते, तेव्हा त्या समलंब चौकोनाला समद्विभूज समलंब 
चौकोन म्हणतात.

 	आपण समद्विभजु समलंब चौकोन कसा काढू शकतो ?

 	एक समद्विभजु समलंब चौकोन UVWX काढा, ज्यामध्ये UV || XW आह.े ∠U मोजा.

X आणि W असे चिन्हांकीत करा की 
UX = VW

X W

VU

X W

VU

तमु्ही कोनांच ेमाप न घतेा राहिलेल्या कोनांच ेमाप शोध ूशकतो का?

असे दिसते की समांतर नसलेल्या बाज ूसमोरील कोन ∠U आणि ∠V  समान आहते का ? आपण येथे 
एकरूप त्रिकोण विचारात घऊे शकतो का ?

रेखाखडं XY आणि WZ विचारात घ्या जे UV ला लंब आहते. 
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 	 XWZY हा कोणत्या प्रकारचा चौकोन आह े? 		            

V

X W

U Y Z

a b

XW || UV असल्याने,

a = 180° - ∠XYZ = 900 आणि

b = 180° - ∠WZY = 900 (कारण एकाच बाजचू्या छेदिकेच्या 
आतंरकोनांची बेरीज 180° असते)

म्हणनू XWZY हा एक आयत आह.े

 	 ∆UXY ≅ ∆VWZ ह ेसिध्द केले जाऊ शकते ? (कसे?)

म्हणनू ∠U = ∠V

या वस्तूस्थितीचा वापर करून समद्विभजु समलंब चौकोनाच े राहिलेले कोन निश्चित केले जाऊ शकतात. 
मोजमाप करून कोनांची पडताळणी करा.

गुणधर्म 2: समद्विभजु समलंब चौकोनामध्ये समान बाजूंच्या विरुद्ध कोन समान असतात.

 	शोधा पाहू.  [Figure it Out]

1. 	 4 सें. मी. बाज ूअसलेल्या दोन समभजु त्रिकोणांना जोडून तयार झालेल्या चौकोनाच्या सर्व बाज ूव कोन 
शोधा.

2.	 6 सें. मी. आणि 8 सें. मी. लांबीच ेकर्ण असलेला पतंग तयार करत.

3. 	 खालील समलंब चौकोनांमधील राहिलेले कोन शोधा. 

105°135°

 100°

4. 	 समांतरभजु चौकोन, पतंग, समभजु चौकोन, आयत आणि चौरस यांचा संच दर्शविणारी वेन आकृती काढा. 
त्यानंतर खालील प्रश्नांची उत्तरे द्या.

i) 	 पतंग आणि समांतरभजु चौकोन असलेला असा कोणता चौकोन आह े?

ii) 	 असा एखादा चौकोन अस ूशकतो का जो पतंग आणि आयत दोन्ही असेल ?

iii) 	 प्रत्येक पतंग हा समभजु चौकोन असतो का ? जर नसेल तर या दोन प्रकारच्या चौकोनांमधील योग्य 
संबंध काय आह े?
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5. 	 जर PAIR आणि RODS ह ेदोन आयत असतील तर ∠IOD शोधा.

30°

AP

I DR

O

S

5 सें.मी.

5 सें.मी.

6. 	 कंपास आणि पट्टीचा वापर करून 6 सें. मी. लांबीचा कर्ण असलेला चौरस काढा. परंत ुकोन मापक वापरू 
नका.

7. 	 CASE हा एक चौरस आह.े U, V, W, आणि X ह ेबिद ूचौरसाच्या बाजचू ेमध्यबिद ूआहते. UVWX हा 
कोणत्या प्रकारचा चौकोन आह े? भौमितीक तर्क  वापरून तसेच रचना व मोजनू याच ेउत्तर शोधा. आकृती (b) 
मध्ये दाखविल्याप्रमाण,े आतील चौकोनाच ेशिरोबिद ूबाह्य चौकोनांच्या बाजूंना छेदत असतील अशाप्रकारे 
चौरसाच्या आत चौरसाची रचना करण्याच ेइतर मार्ग शोधा.

E S

C AU

V

W

X

(a) (b)

8. 	 जर एका चौकोनाला चार समान बाज ूआणि एक कोन 900 असले, तर तो चौरस असेल का ? भौमितीक तर्क  
वापरून आकृती काढून व मोजनू याच ेउत्तर शोधा.

9. 	 ज्या चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ू समान असतात तो चौकोन कोणत्या प्रकारचा असतो ? तमुच्या उत्तराच े
स्पष्टीकरण द्या. 

	 सचूना - एक कर्ण काढा आणि एकरूप त्रिकोण तपासा.				  
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10. 	 खालील चौकोनातील कोनांची बेरीज 360° असेल का ? भौमितीक तर्क शास् त्र आणि आकृती काढून व मोजनू 
याच ेउत्तर शोधा.								      

प्रयत्न करा

D

A

B

C

11. 	 खालीलपैकी विधाने सत्य की असत्य सांगा. तमुच्या उत्तराला कारण द्या.

i) 	ज्या चौकोनाच ेकर्ण स‌मान आहते आणि एकमकेांना दभुागत असतील तर तो एक चौरस असतो.

ii) ज्या चौकोनाला तीन काटकोन असतात तो आयत असतो.

iii) ज्या चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना दभुागतात तो समांतरभजु चौकोन असतो.

iv) ज्या चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना लंब असतात तो समभजु चौकोन असतो.

v) 	ज्या चौकोनाच ेविरुद्ध कोन समान असतात तो समांतरभजु चौकोन असतो.

vi) ज्या चौकोनाच ेसर्व कोन समान असतात तो आयत असतो.

vii) समद्विभजु समलंब चौकोन ह ेसमांतरभजु चौकोन असतात.

	 आयत एक असा चौकोन आह ेत्याच ेसर्व कोन 900 च ेअसतात.

आयताचे गुणधर्म -

• आयताच्या विरुध्द बाज ूसमान असतात.

• आयताच्या विरुद्ध बाज ूएकमकेांना समांतर असतात.

• आयताच ेकर्ण समान लांबीच ेअसतात आणि ते एकमकेांना दभुागतात.

 	 चौरस असा चौकोन आह ेकी ज्यामध्ये सर्व कोन 900 च ेआणि सर्व बाज ूसमान लांबीच्या असतात. 

 चौरसाचे गुणधर्म -

• 	 चौरसाच्या समोरील बाज ूएकमकेांना समांतर असतात.

• 	 चौरसाच ेकर्ण समान लांबीच ेअसतात आणि ते एकमकेांना 900 मध्ये दभुागतात.

• 	 चौरसाच ेकर्ण चौरसाच्या कोनांना दभुागतात.

सारांश [Summery]
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  समांतरभुज चौकोन एक असा चौकोन आह ेज्यामध्ये विरुद्ध बाज ूसमांतर असतात.

समांतरभुज चौकोनाचे गुणधर्म 

• 	 समांतरभजु चौकोनाच्या विरुद्ध बाज ूसमान असतात.

• 	 समांतरभजु चौकोनात लगतच्या कोनांची बेरीज 180° असते आणि विरुद्ध कोन समान असतात.

• 	 समांतरभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना दभुागतात.

  समभुज चौकोन एक असा चौकोन आह ेज्यांच्या सर्व बाजचूी लांबी समान असते.

समभुज चौकोनाचे गुणधर्म 

• 	 समभजु चौकोनाच्या विरुध्द बाज ूएकमकेांना समांतर असतात.

• 	 समभजु चौकोनामध्ये, लगतच्या कोनांची बेरीज 180° असते आणि विरुध्द कोन समान असतात.

• 	 समभजु चौकोनाच ेकर्ण एकमकेांना काटकोनात दभुागतात.

• 	 समभजु चौकोनाच ेकर्ण त्याच्या कोनांना दभुागतात.

   पतंग हा एक असा चौकोन आह ेज्याच्या दोन लगतच्या बाजूंच्या जो�ा समान लांबीच्या असतात.

   समलंब चौकोन हा एक असा चौकोन आह,े ज्यामध्ये विरुद्ध बाजूंची किमान एक जोडी समांतर असते.

   कोणत्याही चौकोनातील कोनांच्या मापांची बेरीज 3600 असेत.

        समांतरभजु चौकोन

पतंग

समलंब चौकोन

   आयत

चौरस  समभजु चौकोन
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खेळ खेळणे :

1)   एका कागदाच्या तकु�ाची अर्ध्यामधनू घडी घाला.

2)   आता त्याची पनु्हा एकदा एक चतरु्थांश भागातनू घडी घाला.

3)  कागदाच्या मध्यभागातनू त्याच्या कोपऱ्यामधनू एक 
त्रिकोणाकार दमुडा.

4)	 कागदाची घडी उघडा दमुडल्यामळेु तयार 
झालेला आकार कोणता आह े?

5) 	 खालील प्रतिमते दर्शविल्याप्रमाण ेदमुडलेल्या घडीच ेप्रकार मिळविण्यासाठी तमु्ही चतरु्थांश 
कागदाची घडी कशी कराल ?

6)   एक चौरस तयार होण्यासाठी चतरु्थांश कागदाची घडी कशी कराल ?

ही को�ाची वेळ 

कोणता चौक / चौरस
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सखं्यांचा खेळ5

5.1 हे पटीत आहेत का ? [Is This a Multiple Of?]

क्रमगत सखं्यांची बेरीज : [Sum of Consecutive Numbers]

अशं ुहा क्रमगत संख्यांच्या बेरजेचा शोध घते आह.े तो खालीलप्रमाण ेलिहीतो.

7   = 3 + 4
10 = 1 + 2 + 3 + 4
12 = 3 + 4 + 5
15 = 7 + 8
     = 4 + 5 + 6
     = 1 + 2 + 3 + 4 + 5

आता तो विचार करीत आह.े 

• 	 “मी प्रत य्ेक नैसर्गिक संख्या ही क्रमगत संख्यांची बेरीज म्हणनू लिहू शकतो का ?”

• 	 “एकापेक्षा जास्त प्रकारे मी कोणत्या संख्या या क्रमगत संख्यांची बेरीज म्हणनू लिहू शकतो ?”

• 	 “अरेरे मला माहित आह ेकी सर्व विषम संख्या या दोन क्रमगत संख्यांची बेरीज म्हणनू लिहु शकतो. सर्व सम 
संख्या या क्रमगत संख्यांची बेरीज म्हणनू आम्ही लिहु शकतो का ?”

• 	 “मी क्रमगत संख्यांची बेरीज म्हणनू 0 लिहु शकतो का? कादाचित मी ऋण संख्या वापरु शकतो.”

गणिती बोल 	या प्रश्नांचा आणि इतर  उदभवणाऱ्या प्रश्नांचा शोध तमु्ही घ्या. वर्गात त्याची चर्चा करा. 

 	कोणत्याही 4 क्रमगत संख्या घ्या. उदाहरणार्थ 3, 4, 5 आणि 6. या संख्यामध य्े '+' आणि '-' 
ही चिन्हे ठेवा. किती वेगवेगळ्या शक्यता अस्तित्वात आहते ? त्या सर्व लिहा.

3 + 4 – 5 + 6 
3 – 4 – 5 – 6  

(Number Play)
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अशा आठ पदावली शक्य आहते. खालील आकृतीचा उपयोग करून तमु्ही सर्व शक्यतांची पध्दतशीरपण े
यादी करु शकता.

3

4

4

5

5

5

5

6

6

6

6

6

6

6

6

+

–

–

+

+

–

–

–

–

–

+

+

+

+

3 + 4 + 5 + 6

3 + 4 + 5 – 6

 	 प्रत य्ेक पदावलीच ेमलू्यांकन करा आणि त्याचा निकाल पढेु लिहा तमु्हाला कांही मनोरंजक आढळले का ? 

गणिती बोल
 	 आता आणखी चार क्रमगत संख्या घ्या. अगोदर तमु्ही केल्याप्रमाण े'+' आणि '-' चिन्हे ठेवा. 

तमु्ही निरीक्षण केलेल्या प्रत य्ेक पदावलीचा निकाल काढा. 

 	 क्रमवार 4 संख्यांच्या आणखी एका सटासाठी याची पनुरावतृ्ती करा. तमुच्या निष्कर्षाची दवेाणघवेाण करा.

3 + 4 – 5 + 6 = 8
3 – 4 – 5 – 6  = – 12

.

.

.

5 + 6 – 7 + 8 = 12
5 – 6 – 7 – 8  = – 16

.

.

.

__ + __ – __ + __  = __
__ – __ – __ – __  =  __

.

.

.

	 क्रमवार 4 निवडलेल्या संख्या कोणत्याही असल्या तरी त्यांची  नेहमीच बेरीज होते. ते मनोरंजक नाही का ?

 	 क्रमवार 4 संख्या निवडल्या तरी ह ेनमनेु घडतात का? तर्काद्वारे शोधण्याचा कांही मार्ग आह ेका ?

सचूना : बीजगणिताचा वापर करा आणि 8 पदावलींच ेसामान्य स्वरुपात वर्णन करा.

तमुच्या कदाचित लक्षात आले असेलच की सर्व पदावलींच े निकाल ह े नेहमी सम संख्या असतात. सम 
संख्यांचा 2 हा एक अवयव असतो. ऋण संख्यांचा अवयव 2 असणाऱ्या संख्या दखेील सम संख्या असतात. 
उदाहरणार्थ -2, -4, -6, आणि इत्यादी.

जर तमुच्या वर्गात कोणाला विषम संख्या मिळाली आह ेते तपासा.
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जेव्हा 4 क्रमवार संख्या निवडल्या जातात तेव्हा त्यांच्यामध य्े '+' आणि '-' चिन्हे कशीही मांडली तरी परिणामी 
पदावलीमध य्े नेहमीच सम समानता असते.

आता कोणत्याही 4 संख्या घ्या, '+' आणि '-' चिन्हे घऊेन आठ वेगवेगळ्या प्रकारे मांडली आणि परिणामी 
पदावलीच ेमलू्यांकन करा. त्याच्या समानतेबद्दल तमुच ेनिरीक्षण काय आह?े

4 संख्यांच्या इतर सटासाठी याची पनुरावतृ्ती करा.

  	ह ेका घडते ह ेस्पष्ट करण्यांच ेकांही मार्ग आहते का ? 				       
गणिती बोल

सचूनाः दोन संख्यांची बेरीज किवा वजाबाकीच्या समानतेसाठी नियमांचा विचार करा.

स्पष्टीकरण 1: a, b, c आणि d या चार संख्यांनी तयार झालेल्या 8 पदावलीपैकी कोणत्याही एकाचा विचार 
करूया जेव्हा त्यातील एक चिन्ह बदलले जाते तेव्हा त्यांच ेमलू्य नेहमीच सम संख य्ेने वाढते किवा कमी होते! का 
ते पाहुया.

a + b - c - d या एका पदावलीचा विचार करा.

+ b ऐवजी - b ने बदलल्यास आम्हाला मिळते 

a - b - c - d

(a + b - c - d) - (a - b - c - d) असा बदल केल्यास संख्या कितीने बदलते ?

= a + b - c - d - a + b + c + d

( दसुऱ्या कंसाचा सट आम्ही सोडवितो तेव्हा चिन्हे कशी बदलतात ते पहा.)

= 2b (ही सम संख्या आह)े

जर दोन संख्यामधील फरक सम असेल तर त्यांच्यामध य्े वेगवेगळी समानता अस ूशकते का ? नाही! म्हणजे 
दोन्ही सम आहते किवा दोन्ही विषम आहते.

आता जेव्हा ॠण िचन्ह ह ेधन चिन्हात बदलले जाते तेव्हा काय होते ते पाहुया.

	 a  + b - c - d या पदावलीतील कोणतेही ऋण चिन्ह ह ेधन चिन्हात बदला आणि दोन्ही संख्यामधील फरक 
काढा.

	य ा निरीक्षणावरुन तमु्ही कोणता निष्कर्ष काढाल ?

कोणत्याही पदावलीपासनू सरुुवात करून एक किवा अधिक '+' आणि '-' चिन्हे बदलनू आम्हाला 7 पदावली 
मिळू शकतात. अशाप्रकारे सर्व पदावलींची समानता सारखीच (समान) असते!
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स्पष्टीकरण 2: 	 आम्हाला माहित आह ेकी

			व   िषम  ±  विषम = सम

			     सम   ±   सम = सम

			व   िषम  ±   सम = विषम 

आपण पाहिले आह ेकी a आणि b च्या समानतेकडे दरु्लक्ष करून a + b आणि a - b ची समानता समान 
आह.े थोडक्यात a ± b ची समानता समान आह.े    	  	         

a

b

b

c

c

c

c

d

d

d

d

d

d

d

d

+

–

–

+

+

–

–

–

–

–

+

+

+

+

त्याच यकु्तीवादाने a ± b + c आणि a ± b - c ची समानता समान 
आह ेह ेपढेु वाढविल्यास (चाल ूठेवल्यास) आम्ही असे म्हण ूशकतो की  
a ± b ± c ± d या सर्व पदावलींची समानता समान आह.े

स्पष्टीकरण 3: परू्णांकांच्या प्रकरणात तमु्ही अभ्यासलेल्या धन 
आणि ऋण बिल्ल्याच्या नमनु्याचा वापर करून दखेील ह ेस्पष्ट केले जाऊ 
शकते. ते कसे यांच ेविचार करण्याचा प्रयत्न करा.

'+' आणि '-' या चिन्हांचा वापर करून a, b, c, d या 4 संख्या  
निवडण्याच्या आणि त्यांना एकत्र करण्याच्या प्रकारांची संख्या अनंत 
आह.े गणितीय तर्क  आपल्याला ह ेसिद्ध करण्यास अनमुती दतेो की a ± b ± c ± d या सर्व संवेशामध य्े एकानंतर 
एक असे न जाता नेहमीच सारखीच समानता असते.

गणितातील अनेक समस्यांवर वेगवेगळ्या प्रकारे विचार करता येतो आणि वेगवेगळ्या 
प्रकारे सोडविता येतात. जेव्हा तमु्ही शोधलेली पध्दत तमु्हाला प्रिय असली तरी, इतरांनी त्याबद्दल 
काय विचार केला आह ेह ेजाणनू घणे ेमनोरंजक आणि समदृ्ध करणारे अस ूशकते. दोन मदु्यांची 
दवेाणघवेाण करा आणि ऐका.

	 सर्व पदावलीमध य्े समान समानता असण्याची घटना केवळ 4 संख्या घणे्यापरुती मर्यादित आह ेका ? तमु्ही 
काय विचार कराल ?

जर काय होईल.......? ह ेनेहमीच घडेल का ? प्रश्न विचारण ेआणि अनमुाने काढण ेह ेजितक्या 
समस्या सोडविण ेतेवढाच एक गणिताचा भाग आह.े
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सम सखं्यांचे विभाजन : [Breaking Even]

सम संख्या कशा ओळखण े ह े आम्हाला माहित आह.े त्यांची गणना न करता खालीलपैकी कोणत्या 
अकंगणितीय पदावली सम आहते ते काढा.

672 – 34843 + 37 708 – 4774 × 347 × 3

119 × 303809 + 214 5133543 – 479

 वेगवेगळ्या क्रियांमध य्े समानतेच े वर्तन कसे असते याबद्दलच्या आपल्या आकलनाचा वापर करून  
खालीलपैकी कोणत्या बैजिक पदावल्या मळूाक्षर-संख य्ेच्या कोणत्याही परू्णांकी किमतीसाठी सम संख्या 
दतेात ह ेओळखा.

3g + 5h2a + 2b 2u – 4v4m + 2n

6m – 3n13k – 5k b2 + 1 4k × 3jx2 + 2

m आणि q च्या कोणत्याही परू्णांकी किमतीसाठी 4m + 2q ही पदावली नेहमीच सम संख य्ेत मोजली जाईल. 
आपण ह ेदोन वेगवे‌गळ्या प्रकारे सिद्ध करू शकतो.

• 	 m आणि q या कोणत्याही परू्णांकांसाठी 4m आणि 2q ह ेसम आहते ह ेआम्हाला माहित आह.े म्हणनू त्यांची 
बेरीज दखेील सम असते.

• 	 4m + 2q ही पदावली 2 (2m + q) या पदावलीशी समान आह.े येथे 2 (2m + q) ही पदावली म्हणजे (2m 
+ q) ची दपु्पट होय. दसुऱ्या शब्दात 2 हा या राशीचा एक अवयव आह.े म्हणनू ही राशी m आणि q च्या 
कोणत्याही परू्णांकांसाठी नेहमीच सम संख्या दईेल.

उदाहरणार्थ जर m = 4 आणि q = - 9 तर 4m + 2q ही पदावली 4 × 4 + 2 × (-9) = -2 होईल जी एक 
सम संख्या आह.े

x² + 2 या पदावलीमध य्े जर x सम असल्यास x² ह ेसम आह ेआणि जर x विषम असल्यास x² ह ेविषम 
आह.े म्हणनू x² + 2 ही पदावली नेहमी सम संख्या दणेार नाही.

जेव्हा पदावली सम संख य्ेपर्यंत मलू्यांकन करते तेव्हा एक उदाहरण आणि नसलेले एक उदाहरण

(i) जर × = 6 असेल तर x² + 2 = 38 आणि

(ii) जर × = 3 असेल तर x² + 2 = 11
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 	त्याचप्रमाण ेइतर कोणत्या पदावल्या नेहमी सम संख्या दतेात ते ठरवा आणि स्पष्ट करा. प्रत्येक पदावली योग्य 
असल्यास कांही उदाहरणांची जोडी आणि नसलेली उदाहरण ेलिहा.

	 नेहमी सम संख्या दणेाऱ्या कांही बैजिक पदावल्या लिहा.

चारच्या पटीत  बनविण्यासाठी जो�ा : [Pairs to Make Fours]

	सम संख्यांची एक जोडी घ्या. त्यांची बेरीज करा. बेरजेला 4 ने भाग जातो का ?

वेगवेगळ्या सम संख्यांच्या जो�ांसाठी याचा प्रयत्न करा.

कें व्हा बेरीज ही 4 च्या पटीत असते आणि कधी नसते ?

तेथे एक सामान्य नियम किवा नमनुा आह ेका ?

सम संख्यांना 4 ने भागल्यास शिल्लक राहिलेल्या बाकीच्या आधारावर ते दोन प्रकारच ेअस ूशकतात.

.

.

.

.

.

.

.

जेव्हा 4 च्या पटीत असलेल्या सम 
संख्यांना 4 ने भागल्यास बाकी 0 राहते.

जेव्हा 4 च्या पटीत नसलेल्या सम संख्याना 
4 ने भागल्यास बाकी 2 राहते.

 	दोन सम संख्यांची बेरीज 4 च्या पटीत कें व्हा होईल ?

हा प्रश्न दोन संख्यांची बेरीज केली असता सम संख्या येते. ह ेओळखण्याच्या प्रश्नासारखचे आह.े तमु्ही ह ेपाहु 
शकता ? 
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परीक्षणासाठी तीन घटना आहते.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

4 च्या पटीत असलेल्या 
दोन (सम) संख्यांची 
बेरीज केली असता 

नेहमीच 4 च्या  पटीत 
येईल.

 4P आणि 4q 

4P + 4q = 4 (p+q)

p पं क्
ती

.

.

.

.
q पं क्

ती
.
.
.
.+

=

.

.

.

.

.

.

.

.

(p+q) पंक्
ती

4, 12, 16, 24, 36

12 + 16 
= 4 (3 + 4) 

= 28

16 + 28 
= 4 (4 + 7)  

= 44

4 च्या पटीत नसलेल्या 
दोन सम संख्यांची बेरीज 

केल्यास नेहमीच 4 
च्या पटीत येईल कारण 

त्यांच्या 2 बाकींची बेरीज 
4 होते.

(4P+2) आणि (4q+2)

(4p + 2) + (4q + 2) 
= 4p + 4q + 4
= 4 (p + q + 1)

p पं क्
ती

q पं क्
ती+

=

(p + q + 1) पंक्
ती

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p पं क्
ती

1 पंक्ती

q पं क्
ती

2, 6, 10, 18, 22, 
42

2 + 6 = 8
6 + 10 = 16
22 + 6 = 28

जेव्हा आपण 4 च्या पटीत नसलेल्या सम संख य्ेत 4 च्या पटीतील संख्या मिळवितो तेव्हा काय होते ? ह ेसम 
आणि विषम संख य्ेच्या बेरजेच्या समानतेच्या बाबतीत ह ेसमरूप आह ेकाय ? 

 	खालील पदावल्या आणि दृश्यीकरणाकडे पहा. संगत स्पष्टीकरण आणि उदाहरण ेलिहा.
बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

4p आणि (4q + 2)
= 4p + (4q + 2)
= 4p + 4q + 2
= 4 (p + q) + 2

p पं क्
ती

q पं क्
ती+

=

बाक
ी 2 अ

सले
ल्या 

 (p + q)पं क्
ती

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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बीजगणित आणि दृश्यीकरण वापरून सधु्दा आपण अकंगणिताच्या गणुधर्मांच ेकसे सामान्यीकरण करु शकतो 
आणि सिध्द करू  शकतो ते पहा.

नेहमी, कांही वेळेला किवा कधीही नाही.

	आम्ही अवयवाविषयी आणि च्या पटीत असणाऱ्या वेग‌वगळ्या विधानांच े परीक्षण करतो आणि एखाद े
विधान ह ेनेहमी सत्य, कांहीवेळेला सत्य किवा कधीही सत्य नाही ह ेनिर्धारीत करतो.

आपल्याला माहित आह ेकी 2 च्या पटीतील कोणत्याही दोन संख्यांची बेरीज सधु्दा 2 च्या पटीत असते.

	 1. जर 8 ने वेगवेगळ्या दोन संख्यांना अचकूपण ेभाग जात असले तर त्यांच्या बेरजेला दखेील अचकूपण ेभाग 
जातो.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

दोन संख्यांचा 8 हा एक अवयव 
आह.े दसुऱ्या शब्दात दोन संख्या 

8 च्या पटीत आहते.

8a आणि 8b 8 आणि 16
16 आणि 56

80 आणि 120 

8 च्या पटीत मिळणाऱ्या 
पनुरावतृ्तीत संख्याची बेरीज 8 
मिळते तर 8 च्या पटीतील दोन 
संख्यांची बेरीज सधु्दा 8 च्या 

पटीत असते.

8a + 8b
= 8 (a + b)

a पं क्
ती

b पं क्
ती

.

.

.

.

.

.

.

.

(a+b) पं क्
ती

8 + 16 = 8(1 + 2) 
= 24

16 + 56 = 72
80 + 120 = 200

विधान 1 ह ेनेहमीच सत्य आह.े जर ते  सत्य असेल तर वजाबाकीसाठी निश्चित करा. 

सर्व साधारणपण ेजर a ने M ला भाग जातो आणि a ने N ला भाग जातो तर a ने M + N ला भाग जातो 
आणि a ने M - N ला भाग जातो. दसुऱ्या  शब्दात जर M आणि N ह ेa च्या पटीत असतील. तर M + N आणि 
M - N ह ेदखेील a च्या पटीत असतील.

 	 2. जर एका संख य्ेला 8 ने भाग जातो तर 8 ने कोणत्याही दोन संख्यांना स्वतंत्रपण ेव त्यांच्या बेरजेला सधु्दा भाग जातो.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे
8 ने भाग जाणारी संख्या ही 8 

च्या पटीत असते.
8m 8, 16, 56, 72

8 ने भाग जाणारी एक संख्या 8 
च्या पटीतील 2 संख्यांची बेरीज 
किवा 8 च्या पटीत नसलेल्या 2 
संख्यांच्या बेरजेत दर्शविता येते.

8m = 8a + 8b
8m = p + q

(p, q ह े8 च्या पटीत 
नाहीत)

a पं क्
ती

b पंक्
ती

.

.

.

.

.

.

.

.

m
 = (a+b) पं क्

ती

.

.p

.

.

.

.

.
q

=

72 = 48 + 24
8×9 

= (8×6 + 8×3)

72 = 50 + 22

म्हणनू विधान 2 ह ेकाही वेळेला सत्य आह.े
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 	3. जर एका संख य्ेला 7 ने भाग जात असेल तर त्या संख य्ेच्या सर्व पटीतील संख्याना 7 ने भाग जातो.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

7 ने भाग जाणाऱ्या संख्यांना 7 हा एक 
अवयव असतो.

7j 14 = 7 × 2 (j = 2)
42 = 7 × 6 (j = 6)

98 = 7 × 14 (j = 14)

यामध य्े एकूण mj पंक्ती असतात. 
म्हणनू ह ेसधु्दा 7 च्या पटीत आह.े

(7j) × m .
.
.
.
.

j पं क्
ती

.

.

.

.

.

j पं क्
ती

.

.

.

.

.

j पं क्
ती

.

.

.

.

m
 वेळ

ा

14 च्या पटीतील कांही संख्या
28 = (7 × 2) × 2
70 = (7 × 2) × 5

154 = (7 × 2) × 11

7jm किवा (7 × j × m) या संख य्ेचा 7 हा एक अवयव आह.े आम्हाला असे दिसनू येते की विधान 3 ह े
नेहमी सत्य आह.े

सर्व सामान्यपण ेजर A ला K ने भाग जातो तर A च्या पटीतील सर्व गणुकाना  K ने भाग जातो.

  4. जर एका संख य्ेला 12 ने भाग जात असेल तर 12 च्या सर्व अवयवांनी सधु्दा त्या संख य्ेला भाग जातो.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

12 ने भाग जाणारी 1 संख्या ही 
12 च्या पटीत असते.

12m 12, 24, 36, 48, 108, 
132 

12 च्या पटीतील गणुकामध य्े 
12 च ेअवयव समाविष्ट 

असतील.

12m 
= 2 × 6 × m
= 3 × 4 × m

.

.

.

.

.

m
 पंक्

ती

.   .   .   .

.   .   .   .

12

12 च्या अवयवानी एक पंक्ती व्यापलेली 
आह.े म्हणनू 12 च्या पटीतील सर्व गणुक 

ते व्यापते.

24 च ेअवयव : 1, 2, 
3, 4, 6, 8, 12, 24

सर्वसामान्यपण ेजर A ला K ने भाग जातो तर A ला K च्या सर्व अवयवानी भाग जातो. म्हणनू विधान 4 ह े
नेहमी सत्य आह.े
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   5. जर एका संख य्ेला 7 ने भाग जात असेल तर 7 च्या कोणत्याही गणुकांनी सदु्धा त्याला भाग जातो.

बीजगणित आणि दृश्यीकरणासह स्पष्टीकरण उदाहरणे

7 ने भाग जाणाऱ्या संख्या 7 च्या 
पटीत असतात.

7k
.
.
.
.
.

k पं क्
ती

7 च्या पटीतील गणुक.

जर m हा k चा एक अवयव 
असेल तरच 7k ला 7m ने भाग 

जाईल.

7m

जर k = 7m
तर  

7k ÷ 7m =  
7ym ÷ 7m

   = y 

.

.

.

.

.

m
 पं क्

ती
.
.
.
.
.

m
 पं क्

ती

.

.

.

.

.

m
 पं क्

ती

.

.

.

.

k पं क्
ती

42 (7×6) ला 7 ने भाग जातो 
परंत ु28 (7×4) ला भाग जात 

नाही.

42 (7×6) ला 7 ने भाग जातो 
आणि त्याला 14 (7×2) ने भाग 

जातो.

आम्हाला असे दिसनू येते की ह ेविधान फक्त कांही वेळेला सत्य आह.े			      

गणिती बोल	खालील प्रत य्ेक विधानांच ेनिरीक्षण करा आणि ते ‘नेहमी सत्य’ ‘कांही वेळेला सत्य’, ‘कधीही 
सत्य नाही’ ह ेठरवा.

 	 6. जर एका संख य्ेला 9 आणि 4 या दोन्ही संख्यांनी भाग जात असेल तर तिला 36 ने भाग जात असला 
पाहिजे.

  	7. जर एका संख य्ेला 6 आणि 4 या दोन्ही संख्यांनी भाग जात असेल तर तिला 24 ने भाग जात असला 
पाहिजे. 

	 सर्व सामान्यपण ेजर A ला K ने भाग जात असेल तर आणि A ला M ने सधु्दा भाग जात असेल तर  A ला 
K आणि M च्या ल.सा.वि. ने भाग जातो. यांच ेकारण A हा K चा गणुक आह ेआणि M चा दखेील गणुक 
आह.े म्हणनू A च्या अविभाज्य अवयवीकरणामध य्े (k, m) च्या  ल.सा.वि. च ेअविभाज्य अवयवीकरण 
असले पाहिजे.

	 8. जेव्हा तमु्ही विषम संख य्ेमध य्े सम संख्या मिळविता तेव्हा आम्हाला 6 च ेगणुक मिळतात. 

	 आम्हाला माहित आह ेकी 6 च ेगणुक सर्व सम संख्या असतात. विषम संख य्ेची आणि सम संख य्ेची बेरीज ही 
विषम संख्या असते. म्हणनू ह ेविधान कधीही सत्य नाही. यांच ेबैजिकरित्या सदु्धा आपण वर्णन करु शकतो.
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                                  समजा (2n) + (2m+1) = 6j    	                 मी सम आणि विषम संख्या ही 
2n आणि 2n +1 अशी लिहु 

शकतो का ?जेथे 2n ही सम संख्या आह,े 2m+1 ही विषम संख्या आह ेआणि 6j हा 6 
चा एक गणुक आह.े तर

2n + 2m = 6j - 1

2(n + m) = 6j - 1

2 (n+m) चा अर्थ ही एक सम संख्या आह ेजी 6j - 1 शी समान असावी 
जी एक विषम संख्या आह ेह ेकधीही सत्य नाही.

काय शिल्लक राहिले ?

 	जेव्हा 5 ने भागल्यास बाकी 3 राह‌णारी एक संख्या काढा. अशा आणखी संख्या लिहा.

	 कोणत्या बैजिक पदावलीने सर्व अशा संख्या मिळविता येतात ? 

(i) 3k + 5    (ii) 3k – 5    (iii) 
3k
5     (iv) 5k + 3    (v) 5k – 2    (vi) 5k – 3

जेव्हा 5 ने भागल्यास बाकी 0 राहणाऱ्या संख्या या 5 च्या पटीत असतात. परंत ुआपणास 5 ने भागल्यास 
बाकी 3 राहणाऱ्या संख्या हव्या आहते. या संख्या 5 च्या पटीपेक्षा 3 ने अधिक आहते. 5 च्या पटीतील संख्या या 
5k या स्वरुपात असतात. म्हणनू 5 ने भागल्यास बाकी 3 असणाऱ्या संख्या 5k+3 या स्वरुपात असतात.

.

.

.

k पं क्
ती

5

k =  0   1    2     3     4

5k + 3 =  3   8   13   18   23

	 5k - 2 या दसुऱ्या पदावलीचा विचार करुया आणि K च्या 
	व गवेगळ्या किमतीसाठी याच्या किमती पाहु. k =  1   2    3     4     5

5k – 2 =  3   8   13   18   23जेव्हा 5 ने भागल्यास बाकी 3 राहणाऱ्या संख्या या 5 च्या 
पटीपेक्षा 2 ने कमी असे सधु्दा पाहिले जाऊ शकते.

5k - 2 जेथे k ≥ 1 आह.े

 	 5 च्या पटीपेक्षा 3 ने जास्त संख्या निर्माण करणाऱ्या इतर कांही पदावल्या आहते का ?

 	शोधा पाहू. [Figure it Out]

1) 	 चार क्रमवार संख्यांची बेरीज 34 आह.े तर त्या संख्या कोणत्या ?

2) 	 समजा P ही क्रमवार पाच संख्यापैकी मोठी संख्या आह.े तर P च्या स्वरुपातील इतर चार संख्यांच ेवर्णन करा.
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3. 	 खालील प्रत य्ेक विधानासाठी ते नेहमीच सत्य आह ेका, कांही वेळेला सत्य किवा कधीही सत्य नाही यांच े
निर्धारन करा. योग्य असलेली आणि योग्य नसलेली उदाहरण ेसांगा. बीजगणिताचा उपयोग करून तमुच्या 
दाव्यांच ेसमर्थन करा.

(i) 	 दोन सम संख्यांची बेरीज ही 3 च्या पटीत असते.

(ii) 	 जर एका संख य्ेला 18 ने भाग जात नसेल तर त्या संख य्ेला  9 ने सधु्दा भाग जात नाही.

(iii) 	जर दोन संख्यांना 6 ने भाग जात नसेल तर त्यांच्या बेरजेला 6 ने भाग जात नाही.

(iv) 	6 आणि 9 च्या पटीतील बेरीज ही 3 च्या पटीत असते.

(v) 	 6 आणि 3 च्या पटीतील बेरीज  ही 9 च्या पटीत असते.

4.  	 जेव्हा 3 ने भागल्यास 2 बाकी शिल्लक राहणाऱ्या कांही संख्या आणि 4 ने भागल्यास 2 बाकी शिल्लक 
राहणाऱ्या कांही संख्या काढा. अशा संख्यांच ेवर्णन करणारी बैजिक पदावली लिहा.

5.  	 "माझ्यात कांही खडे मावतात, फार जास्त नाही. जेव्हा मी 3 चा गट 
करतो तेव्हा माझ्याकडे एक शिल्लक राहतो. जोडी करण्याचा प्रयत्न 
करा. साधपेणाने ते चालणार नाही. माझ्यामते एक हट्टी विचित्र खडा 
अजनूही आह.े जेव्हा 5 चा गट केल्यास तरीही एक अजनूही माझ्याकडे 
आह.े परंत ु सात च े गट केल्यास परिपरू्णता तेथे आढळते. शभंरपेक्षा 
जास्त खपू धाडसी ठरेल. तर माझ्यात किती खडे माव ूशकतात त्याची 
संख्या तमु्ही सांग ूशकाल ?”

6. 	 6 ने भागल्यास बाकी 2 राहणाऱ्या अशा अनेक संख्या तथागतांनी लिहीलेल्या आहते. "जर तमु्ही अशा 
कोणत्याही तीन संख्यांची बेरीज केली तर बेरीज नेहमीच 6 च्या पटीत असेल.” तथागतांचा दावा खरा आह े
का?

7. 	 जेव्हा 661 या संख य्ेला 7 ने भागल्यास बाकी 3 आणि 4779 या संख य्ेला 7 ने भागल्यास बाकी 5 राहते. 
हिशबे न करता जेव्हा 7 ने भागले असता खालील पदावल्या कोणती बाकी शिल्लक ठेवतात ह ेतमु्ही सांग ू
शकाल का ?

बैजिकरित्या आणि दृश्यीयरित्या अशा दोन्ही उकली दर्शवा.

(i)  4779 + 661             (ii)  4779 – 661

8. 	 जेव्हा 3 ने भागल्यास बाकी 2 राहणारी, जेव्हा 4 ने भागल्यास बाकी 3 राहणारी आणि 5 ने भागल्यास बाकी 
4 राहणारी एक संख्या काढा. लहानात लहान अशी संख्या कोणती ? ती लहानात लहान संख्या का आह ेयांच े
साध ेस्पष्टीकरण तमु्ही दऊे शकाल का ?
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5.2  विभाज्यता जलद तपासणे : [Checking Divisibility Quickly]
भारतीय संख्या पध्दतीमध य्े लिहीलेल्या दिलेल्या एखाद्या संख य्ेला 2, 4, 5, 8 आणि 10 ने भाग जातो किवा 

नाही ह ेतपासण्यासाठी तमु्ही यापरू्वी जवळचा मार्ग तमु्ही अभ्यासला आहात. त्याला आता पनुर्भेट दऊेया.

10, 5 आणि 2 ची विभाज्यताः जर एका संख य्ेचा एकम स्थानातील अकं 0 असेल तर त्या संख य्ेला 10 ने भाग 
जातो. ह ेबीजगणिताद्वारे का कार्य करते ते आपण समजनू घऊेया.

भारतीय पध्दतीमध य्े आपण मळूाक्षर - संख्यांच्या सटाचा उपयोग करून एका संख य्ेच ेआम्ही सामान्य रुप 
लिहु शकतो. उदाहरणार्थ एक e, d, c, b, a ही पाच अकंी संख्या e × 10000 + d × 1000 + c × 100 + b × 10 
+ a × 1 अशी दर्शविता येते. e, d, c, b, आणि a ह्या मळूाक्षर - संख्या 5 अकंी संख य्ेची प्रत्येक संख्या दर्शविते.

कोणतीही संख्या सर्वसाधारणपण.े.... dcba अशी लिहीता येते. जेथे, a, b, c आणि d मळूाक्षर - संख्या 
अनकु्रम ेएकम, दशम, शतम आणि सहस् त्र अकं दर्शवितात आणि इत्यादी.

स्थान मलू्यांची बेरीज म्हणनू 1000d + 100c + 10b + a ही संख्या आह.े

(उदाहरणार्थ 4075 या संख य्ेमध य्े d=4, c=0, b=7 आणि a=5) 

आपल्याला माहित आह ेकी प्रत य्ेक स्थानमलू्य एकक स्थान वगळता 10 च्या पटीत आह.े म्हणनू 10b, 
100c,-----  ह ेसर्व 10 च्या पटीत असतील. म्हणनू जर एकक अकं 0 असेल तरच त्या संख य्ेला 10 ने भाग जातो.

 	 त्याचप्रमाण े5, 2, 4 आणि 8 साठी जवळच्या मार्गाची विभाज्यता का आह ेह ेबीजगणिताचा उपयोग करून 
यांच ेवर्णन करा.

आता आपण इतर कांही संख्यांची विभाज्यता तपासण्यासाठी जवळचा मार्ग पाहु आणि ते का कार्य करतात 
ते स्पष्ट करुया.

9 च्या विभाज्यतेची लघुत्तम पध्दत : [A Shortcut for Divisibility by 9]
 	प्रत्यक्ष हिशबे न करता 9, 999, 909, 900, 90, 990 यापैकी कोणत्या संख्यांना 9 ने भाग जातो ह ेतमु्ही सांग ू

शकाल ? ते सर्व.

फक्त 0 आणि 9 या अकंानी बनलेल्या कोणत्याही क्रमातील कोणत्याही संख य्ेला नेहमीच 9 ने भाग जातो 
असे आम्ही सांग ूशकतो का ?

होय, जर प्रत्येक अकं हा 0 किवा 9 असेल तर प्रत य्ेक पद ह े त्यांच्या विस्तारीत स्वरु‌पात 9 ×  किवा  
0 ×  असेल. (‘   ’ ह े स्थान मलू्य दर्शविते.) याचा अर्थ असा की प्रत य्ेक पद ह े9 च्या पटीत आह.े उदाहरणार्थ

99009 = 9 × 10000 + 9 × 1000 + 0 × 100 + 0 × 10 + 9 × 1.

परंत ुया केवळ जवळच्या मार्गाने 9 च ेसर्व गणुक ओळखता येत नाहीत. 2, 5 
आणि 10 या संख्याप्रमाण ेआपण फक्त एकक अकं पाहुन 9 च ेगणुक ओळख ूशकत 
नाही. 99 आणि 109 या दोन संख्या आहते ज्यांच ेएकक अकं 9 आह ेपरंत ु99 ला 9 ने 
भाग जातो परंत ु109 ला 9 ने भाग जात नाही.

99

99

1

1

9 1

9 1

9 1
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 	 10 ला 9 ने भाग जातो का ? जर नाही तर बाकी किती ? 10 च्या (10, 20, 30, .....) इतर गणुकांची 
विभाज्यता 9 ने तपासा.

	 तमुच्या अस ेलक्षात येईल की 10 च्या पटीतील कोणत्याही गणुकासाठी संख्या 10 प्रमाण ेबाकी समान आह.े

 	 त्याचप्रमाण ेजेव्हा 100 च्या पटीतील (100, 200, 300, .....) संख्यांना 9 ने भागले असता मिळणाऱ्या बाकी 
कडे पहा. तमुच्या काय लक्षात येते ?

100 च्या पटीतील कोणत्याही संख य्ेची बाकी ही शतक संख य्ेइतकीच समान असते.

  	या निरीक्षणाचा उपयोग करून जेव्हा 427 ला 9 ने भागल्यास मिळणारी बाकी काढा.

99 1

9 1

9 1

99 1

99 1

99 1

1

1
1

1
1

1
1

400 20 7

आपण पाहतो की 427 मध य्े 4 शतके आहते, त्याची संगत बाकी (9 ने भागले तर) 4 अस ूशकेल, 427 मध य्े 
2 दशके आहते आणि त्याची संगत बाकी 2 अस ूशकेल. आपल्याकडे 7 एकके सधु्दा शिल्लक आहते. सर्व बाकी 
मिळविल्यास 4+2+7 = 13 आम्हाला मिळते. आम्ही 13 सह 9 चा आणखी एक गट बनव ूशकतो ज्याची बाकी 
4 आह.े म्हणनू 427÷9 ची बाकी 9 मिळते.

99 1

9 1

9 1

99 1

99 1

99 1

1

1
1

1
1

1
1

4

9

  बाकी

	 मो�ा संख य्ेसाठी ह ेकार्य चाल ूशकेल का ?			          

9 199 1

999 1

9999 1

कोणत्याही स्थान मलू्यासाठी ह ेसत्य आह ेह ेतमु्ही पाहु शकता
1 = 0 + 1
10 = 9 + 1
100 = 99 + 1
1000 = 999 + 1

	 10000 = 9999 + 1 आणि इत्यादी, असेच पढेु. 
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अशाप्रकारे जेव्हा संगत स्थान मलू्याला 9 ने भाग‌ले असता प्रत य्ेक अकं बाकी दर्शवितो.

उदाहरणार्थ 7309 ला जेव्हा 9 ने भागतो तेव्हा बाकी काढण्यासाठी आम्ही 7+3+0+9 यांची केवळ बेरीज 
करून 19 मिळवितो. ह ेखालीलप्रमाण ेपाहता येईल.

7 × 1000 3 × 100 9 × 1

999 1
999 1
999 1
999 1
999 1
999 1
999 1

99 1

99 1

99 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1

7 × 999 3 × 99 937

999

999

999
999

999

999

999

99

99

99

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

ह े9 च्या पटीत 
आह.े

म्हणनू आम्हाला फक्त 
(म्हणजेच 7+3+9=19) 
या भागाचा विचार करण े

गरजेच ेआह.े

7 × 1000 + 3 × 100 + 0 × 10 + 9 × 1
= 7 × (999 + 1) + 3 × (99 + 1) + 0 × (9 + 1) + 9 × (0+1)
= (7 × 999 + 3 × 99 + 0 × 9 + 9 × 0) + (7 × 1 + 3 × 1 + 0 × 1 + 9 × 1)
= (7 × 999 + 3 × 99 + 0 × 9 + 9 × 0) + (7 + 3 + 0 + 9)

याचा अर्थ असा की 7309 ही संख्या 9 च्या पटीतील कांही गणुकापेक्षा 19 ने अधिक आह े1 आणि 9 
या अकंांना पढेु मिळविल्यास 1 + 9 = 10 मिळते. आता आम्ही असे सांग ूशकतो की 7309 ह े9 च्या पटीतील 
गणुकापेक्षा 10 ने अधिक आह.े आणि 10 या संख य्ेसाठी ही पायरी पनु्हा केल्यास आपल्याला बाकी 1+0 = 1 
मिळते. म्हणजेच 7309 ह े9 च्या पटीपेक्षा 1 ने अधिक आह.े म्हणनू 7309 ÷ 9 ची बाकी 1 मिळते.

जर एखाद्या संख य्ेला त्यांच्या अकंाच्या बेरजेला 9 ने भाग जात असेल तरच त्या संख य्ेला 9 ने भाग जातो, 
आपण एका संख्येंच्या अकंांची वारंवार बेरीज एक अकं मिळेपर्यंत सधु्दा बेरीज करू शकतो. जेव्हा एका संख य्ेला 
9 ने भागले जाते तेव्हा मिळणारा एक अकं ही बाकी आह.े

  	खालील प्रत्येक विधानाकडे पहा. कोणती बरोबर आहते आणि का ?

(i) 	 जर एखाद्या संख य्ेला 9 ने भाग जात असेल तर त्यांच्या अकंांच्या बेरजेला 9 ने भाग जातो.

ह े9 च्या पटीत आह.े म्हणनू आम्हाला फक्त या भागाचा विचार करण ेगरजेच ेआह.े
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(ii) 	 जर एखाद्या संख य्ेच्या अकंांच्या बेरजेला 9 ने भाग जात असेल तर त्या संख य्ेला 9 ने भाग जातो.

(ii) 	 जर एखाद्या संख य्ेला 9 ने भाग जात नसेल तर त्या संख य्ेच्या अकंांच्या बेरजेला 9 ने भाग जात नाही.

(iv) 	जर एखाद्या संख य्ेच्या अकंांच्या बेरजेला 9 ने भाग जात नसेल तर त्या संख य्ेला 9 ने भाग जात नाही.

गणिताच ेअध्ययन ह ेफक्त कांही जवळचा मार्ग जाणनू घणे ेआणि प्रक्रियांच ेपालन करण ेएवढेच 
नाही परंत ुआकलनाविषयी ‘का’ कांहीतरी कार्य करण ेह ेआह.े

  	शोधा पाहू. [Figure it Out]

1.  	 प्रत्यक्ष भागाकार न करता खालील संख्या 9 ने विभाज्य आहते का ते काढा.

	 (i) 123    (ii) 405    (iii) 8888    (iv) 93547    (v) 358095

2)	व िषम अकं नसलेला 9 चा सर्वात लहान गणुक काढा.

3) 	 6000 या संख य्ेच्या सर्वात जवळचा 9 चा गणुक काढा. 

4) 	 4300 आणि 4400 या संख्यांच्यामध य्े 9 च्या पटीतील किती गणुक आहते ?

3 च्या विभाज्यतेची लघुत्तम पध्दत : [A Shortcut for Divisibility by 3]

आपल्याला माहित आह ेकी 9 च्या पटीतील सर्व गणुक ह े3 च्या पटीतील गणुक सधु्दा असतात. म्हणजेच 
जर एखाद्या संख य्ेला 9 ने भाग जात असल्यास त्या संख य्ेला 3 ने सधु्दा भाग जातो. तथापि 9 च ेगणुक नसलेले तेथे 
3 च ेइतर गणुक आहते. उदाहरणार्थ 15, 33 आणि 87. 

  3 ची विभाज्यता काढण्याचा जवळचा मार्ग हा 9 च्या पध्दतीशी समरूप आह.े जर त्यांच्या अकंांच्या बेरजेला 
3 ने भाग जात असेल तर त्या संख य्ेला 3 ने भाग जातो.

जेव्हा 10 च्या घातांकाना 3 ने भागल्यास मिळणाऱ्या बाकीचा शोध घ्या. ही पध्दत का कार्य करते त्यांच े
वर्णन करा. 

11 च्या विभाज्यतेची लघुत्तम पध्दत [A Shortcut for Divisibility by 11]

मनोरंजक गोष्ट म्हणजे 11 साठीचा जवळचा मार्ग स्थान मलू्यासह बाकी तपासण्याच्या आधारीत आह.े कसे 
ते पाहुया.
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एकम स्थान  
(1)

11 × 0 = 0
1 = 11 × 0 + 1

1 ह े11 च्या पटीपेक्षा  
1 ने अधिक आह.े  

दशम स्थान 
(10)

11 × 1 = 11
10 = 11×1 – 1

 10 ह े11 च्या पटीपेक्षा 
1 ने कमी आह.े 11

शतम स्थान 
(100)

11 × 9 = 99
100 = 11×9 + 1

100 ह े11 च्या 
पटीपेक्षा 1 ने अधिक 

आह.े
11

.

.

.
9

सहस् त्र स्थान 
(1000)

11 × 91 = 1001
1000 = 11×91 – 1

1000 ह े11 च्या 
पटीपेक्षा 1 ने कमी 

आह.े

11

.

.

.

.

.

.

91

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

11 पेक्षा एक ने अधिक आणि 11 पेक्षा एक ने कमी असणारा पर्यायी नमनुा हा उच्च स्थान मलू्यांसाठी सरुु 
राहतो.

400 मध य्े 4 शतके असल्याने 400 ह े11 च्या पटीपेक्षा 4 ने अधिक आह े(396 + 4). 60 मध्ये 6 दशके 
असल्याने 60 ह े11 च्या पटीपेक्षा 6 ने कमी आह े(66 - 6). 2 मध्ये 2 एकके असल्याने 2 ह े11 च्या पटीपेक्षा 2  
ने अधिक आह ेम्हणजेच 2 = (0 + 2)

   या निरीक्षणांचा उपयोग करून 462 ला 11 ने भाग जातो का ह ेतमु्ही सांग ूशकाल का ?      गणिती बोल

 	11 ची विभाज्यता तपासण्याची सामान्य पध्दत किवा जवळचा मार्ग कोणता अस ूशकेल ?    गणिती बोल
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11 च्या पटीत 1 ने अधिक आणि 1 ने कमी असणारी पर्यायी स्थान मलू य्े आम्ही पाहिली आहते. या 
निरीक्षणांचा वापर करून.

पायऱ्या हेतू 320185 सखं य्ेचे उदाहरण

1) 	 1 पेक्षा जास्त असलेल्या 
स्थान मलू्यांच्या अकंांची 
बेरीज करा (11 च्या 
पटीपेक्षा जास्त) म्हणजेच 
1, 100, 10000 आणि 
इत्यादींशी संगत स्थान 
मलू य्े.

आपण या 
स्थान मलू्यांच्या 
किमतीसाठी 11 
च्या पटीतील 
संबंधित जादा 

कितीने आहोत ह े

जाणनू घणे ेहा आह.े 11

.

.

.
9

320185

11

......
909

11

......
909

2 × 10,000

1 × 100 5 × 1

एकूण जादा, 2 + 1 + 5 = 8.

2) 	 1 पेक्षा कमी असलेल्या 
स्थान मलू्यांच्या अकंांची 
बेरीज करा (11 च्या 
पटीपेक्षा जास्त) म्हणजेच 
1,100, 10000 आणि 
इत्यादींशी संगत स्थान 
मलू य्े.

आपण या 
स्थान मलू्यांच्या 
किमतीसाठी 11 
च्या पटीतील 
संबंधित किती 

लहान आहोत ह े
जाणनू घणे ेहा आह.े

320185

11

.

.

.

.

.

.

.

.

9091

3 × 10,000
0 × 100 8 × 10

11

.

.

.

.

.

.

.

.

9091

11

.

.

.

.

.

.

.

.

9091

1111

1111

1111

1111

एकूण कमी, 3 + 0 + 8 = 11.

3) 	य ा दोन बेरजेमधील फरक 
काढा म्हणजे (जादा 
संख्या) - (कमी संख्या)

जेव्हा 11 ने 
भागले जाते तेव्हा  
मिळणारी बाकी 

जाणनू घणे ेहा आह.े

8 – 11 = – 3.
(11 च्या पटीपेक्षा 3 ने कमी)  

या दोन बेरजेमधील फरक 8 - 11 = -3 असनू 328105 ही संख्या 11 च्या पटीपेक्षा 8 ने अधिक किवा 3 ने 
कमी आह ेह ेदर्शर्विते.

 	 जर हा फरक 11 असेल किवा 11 च्या पटीत असेल तर त्या संख य्ेला जेव्हा 11 ने भागल्यास मिळणाऱ्या 
बाकी विषयी काय सांगाल ?
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	य ा जवळच्या मार्गाचा उपयोग करून खालील संख्यांना 11 ने भाग जातो का ते काढा. जर संख य्ेला 11 ने भाग 
जात नसेल तर बाकी काढा.

(i)  158    (ii)  841    (iii)  481    (iv)  5529    (v)  90904    (vi)  857076

खालील प्रक्रियेकडे पहा. 

वापरलेल्या पायऱ्या 328105 सखं य्ेचे उदाहरण

1. 	 एकक अकंापासनू सरुुवात करून प्रत य्ेक 
अकंापरू्वी '+' किवा '-' ही चिन्हे आळीपाळीने 
ठेवा.

–3 + 2 – 8 + 1 – 0 + 5

2.	 पदावलीच ेमलू्यांकन करा. –3 + 2 – 8 + 1 – 0 + 5 = – 3
3. 	 जर संख य्ेला 11 ने भागले तर मिळणारी बाकी 

निकाल दर्शविते.
1328105 ही संख्या 11 च्या पटीपेक्षा 8 ने अधिक 

किवा 3 ने कमी / लहान आह.े

	 ही पध्दत आम्ही आधी पाहिलेल्या पध्दतीसारखीच आह ेकी वेगळी आह े? 		      गणिती बोल

	खालील कोष्टक भरा. ह ेकरण्याचा एक जलद मार्ग काढा ?

सखं्या
ने विभाज्यता

2 3 4 5 6 8 9 10 11

128 होय नाही नाही नाही नाही होय नाही नाही नाही

990

1586

275

6686

639210

429714

2856

3060

406839
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विभाज्यतेच्या लघुत्तम पध्दतीविषयी अधिक : [More on Divisibility Shortcuts]

इतर सखं्यांसाठी विभाज्यतेचे जवळचे मार्ग

 	एखाद्या संख य्ेला 6 ने भाग जातो ह ेआम्ही कसे काढू शकतो ?

	 त्याची विभाज्यता त्याच्या 2 आणि 3 या घटकासाठी तपासणीच ेकार्य करेल का ? या संख्यावर 2 आणि 3 
साठी जवळच्या मार्गाचा उपयोग करा आणि 38, 225, 185, 64 या प्रत य्ेक संख य्ेला 6 ने भागनू पडताळा 
करा.

 	24 ची विभाज्यता कशी तपासाल ? त्याच्या 4 आणि 6 या अवयवाने विभाज्यता तपासणीच ेकार्य होईल  
का ? का किवा का नाही ?

 	 24 ची विभाज्यता निर्धारीत करुन 4 ने आणि 6 ने विभाज्यता तपासणीच ेकार्य होत नाही. उदाहरणार्थ 12 या 
संख य्ेला 4 आणि 6 या दोन्हीनी भाग जातो परंत ु24 ने भाग जात नाही.

24 ची विभाज्यता तपासण्यासाठी आम्ही 3 ने आणि 8 ने विभाज्यता तपास ूशकतो. 24 ची विभाज्यता 
तपासणीसाठी 3 ने आणि 8 ने विभाज्यतेची तपासणी का कार्य करते ह ेमळू अवयवीकरणाचा उपयोग करून यांच े
वर्णन करा. परंत ु24 ने विभाज्यता तपासणीसाठी 4 ने आणि 6 ने विभाज्यतेची तपासणी करण ेपरेुशी नाही. 

100 पर्यंत प्रत य्ेक संख य्ेने विभाज्यता तपासण्यासाठी आणि 100 पेक्षा जास्त कांही संख्यांसाठी असे जवळच े
मार्ग आहते. उच्च वर्गात कांही संकल्पना शिकल्यानंतर तमु्ही ह ेकसे कार्य करते ह ेसमजनू घणे्याचा प्रयत्न करु 
शकता.

सखं्यात्मक मूळ: [Digital Roots]

एक संख्या घ्या. एक अकंी संख्या तमु्हाला मिळेपर्यंत त्यांच्या अकंांची वारंवार बेरीज करा. या एक अकंी 
संख य्ेला संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू असे म्हणतात.

उदाहरणार्थ 489710 या संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू

2 (4 + 8 + 9 + 7 + 1 + 0 = 29,    2 + 9 = 11,    1 + 1 = 2) असेल.

 	या संख्यात्मक मळूामध य्े कोणता गणुधर्म असेल असे तमु्हाला वाटते ? जवळच्या मार्गाने 9 ची विभाज्यता 
आम्ही काय केले आह ेयांच ेस्मरण करा.

  600 आणि 700 या संख्यामधील कोणत्या संख्यांच ेसंख्यात्मक मळू (i) 5   (ii) 7   (iii) 3 आह े?

 	 कोणत्याही 12 क्रमवार संख्यांच ेसंख्यात्मक मळू लिहा. तमुच ेनिरीक्षण काय आह े?             
गणिती बोल

 	 आम्हाला असे दिसनू येईल की 9 च्या पटीतील संख्यांच ेसंख्यात्मक मळू ह ेनेहमीच 9 असते.

 	 आता (i) 3   (ii) 4  आणि   (iii) 6 च्या पटीतील कांही क्रमवार संख्यांच ेसंख्यात्मक मळू काढा.
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 	 6 च्या पटीतील संख्यापेक्षा 1 ने अधिक असलेल्या संख्यांची संख्यात्मक मळेू कोणती आहते ? तमुच्या काय 
लक्षात येते ?

लक्षात आलेल्या नमनु्यांच ेवर्णन करण्याचा प्रयत्न करा. 		         

संख्यात्मक मळू संघ

सभासद फक्त

  	मी अकंानी बनलेला आह.े प्रत य्ेक लहान आणि विषम, मळू क्रमांक 1 
सोबत कोणतेही दवेाणघवेाण नाही, किती विचित्र! माझ ेअकं मोजतात, 
त्यांची बेरीज होते, माझ े मळू आह.े सर्व, बिद ू एकाच ठळक संख य्ेच्या 
शोधाकडे निर्देश करतात. 

	 मी अभिमानाने दावा करतो की सर्वात मोठा विषम एकक अकं मी आह.े 
माझी संख्या काय आह?े माझ ेनांव काय आह?े

आर्यभट्ट II (समुारे 950 CE) यांच्या महासिध्दांत या ग्रंथात एक अकंी 
संख्या मिळेपर्यंत अकंांची वारंवार बेरीज करून त्या संख य्ेच े संख्यात्मक मळू 
मोजण्याची पध्दत नमदू केली आह.े ही पध्दत अकंगणितीय क्रियांच्या गणनेची 
तपासणी करण्यासाठी वापरली जात असल्यांच ेज्ञात आह.े

  	शोधा पाहू. [Figure it Out]

1.	 8 - अकंी संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू 5 आह.े त्या संख य्ेपेक्षा 10 ने अधिक असणाऱ्या संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू 
कोणते असेल ?

2. 	 कोणतीही संख्या लिहा वारंवार 11 मिळवनू संख्यांचा एक क्रम तयार करा. या संख्यांच्या क्रमाची संख्यात्मक 
मळेू काय असतील ? तमुच्या निरीक्षणांची दवेाणघवेाण करा.

3. 	 9a + 36b + 13 या संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू किती असेल ?

4.	 (i) संख य्ेची समानता आणि त्यांच ेसंख्यात्मक मळू

	 (ii) संख य्ेच ेसंख्यात्मक मळू आणि जेव्हा संख य्ेला 3 किवा 9 ने भागले मिळणारी बाकी       
गणिती बोल	य ांच्यामध य्े कोणतेही नमनेु किवा संबंध आहते का ते तपासनू अनमुान काढा.

5.3  लपलेले अंक : [Digits in Disguise]

गेल्या वर्षी आपण क्रिप ट्ॅरिथमची कोडी पाहिली आहते जेथे प्रत य्ेक मळूाक्षर ह ेएका अकंाच ेप्रतिनिधीत्व 
करते, प्रत य्ेक अकं जास्तीत जास्त एका मळूाक्षराने दर्शविला जातो आणि संख य्ेचा पहिला अकं कधीही 0 नसतो.
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  	खाली दिलेले क्रिप ट्ॅरिथम सोडवा.

(i)  

  A1
  + 1B

B0
    (ii)  

  AB
   + 37

6A
    (iii)  

  ON
  ON
  + ON

PO
    (iv)  

  QR
  QR
  + QR

PRR

आता गणुाकाराचा समावेश असलेल्या कांही क्रिप ट्ॅरिथम सोडविण्याचा प्रयत्न करा.

 	 (v) PQ × 8 = RS					       	

गणुा म्हणते “अरे याचा अर्थ असा आह े की 2 - अकंी संख य्ेला 8 ने 
गणुल्यास आणखी 2 - अकंी संख्या मिळेल. मला माहित आह ेकी 10 × 8 = 
80. परंत ु10 आणि 8 यांच ेएकक अकं समान / सारखचे आहते, जे आपल्याला 
नको आहते. याच कारणासाठी PQ ह े11 अस ूशकत नाही कारण P आणि Q ह े
वेगवेगळ्या अकंांशी संगत आहते. 12 × 8 = 96 ह ेसर्व अटीसाठी योग्य आह.े" 
PQ ह े13 अस ूशकते का? विचार करा.

ह ेशक्य नाही कारण 13 × 8 = 104

12 पेक्षा मो�ा असणाऱ्या सर्व 2 - अकंी संख्यांसाठी 8 सह असलेला गणुाकार 3 - अकंी संख्या आह.े

 	 (vi) GH × H = 9K आता यासाठी प्रयत्न करा.

याचा अर्थ असा की एका 2 - अकंी संख य्ेला एका 1 - अकंी संख य्ेने गणुल्यास दसुरी 2 - अकंी संख्या 90 
मध य्े मिळते. या क्रिप ट्ॅरिथममधील एकक अकंांची संगत मळूाक्षरांच ेनिरीक्षण करा. खाली दिलेल्या पर्यायामधनू या 
प्रश्नाच ेउत्तर निवडा.

11 × 9 = 99, 12 × 8 = 96, 46 × 2 = 92, 24 × 4 = 96, 47 × 2 = 94, 31 × 3 = 93, 16 × 6 = 96.

	 (vii) येथे आणखी एक उदाहरण आह.े BYE × 6 = RAY 		

अशं ु म्हणते “ गणुाकार हा 3 - अकंी संख्या असल्याने B हा 2 किवा त्याहून 
अधिक अस ूशकत नाही. जर B = 2 म्हणजेच 2 शतके तर गणुाकार हा 1200 पेक्षा 
जास्त अस ूशकेल. म्हणनू B = 1”

 	 “ Y बद्दल तमु्ही काय म्हण ूशकता ? कोणते अकं शक्य आहते / शक्य नाहीत ?

Y हा 7 किवा त्याहून अधिक अस ूशकत नाही कारण जर Y = 7 तर 170 × 6 = 1020 परंत ुआम्हाला 
3 - अकंी गणुाकार हवा आह.े Y हा सम सधु्दा अस ूशकेल.” अशं ुस्पष्ट करते.

आपण नमनेु, गणुधर्म आणि तर्क  यांचा वापर करून संख्या आणि क्रियशी संबंधित क्रिप ट्ॅरिथम सोडव ू 
शकतो.
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 	 खालील उदाहरण ेसोडवा.

	  (i)	   UT × 3 = PUT 	  (ii)  AB × 5 = BC	       (iii)	  L2N × 2 = 2NP	  
(iv)  XY × 4 = ZX	   (v)  PP × QQ = PRP	        (vi)  JK × 6 = KKK

  	शोधा पाहू. [Figure it Out]

1. 	 जर 31z5  ही 9 च्या पटीतील एक संख्या आह.े जेथे z हा एक अकं आह.े z ची किमत किती आह े? या 
प्रश्नासाठी दोन उत्तरे तेथे का आहते यांच ेवर्णन करा.

2. 	 “ जर 12 ने भाग दिला असता बाकी 8 मिळणारी एक संख्या मी घतेलेली आह.े तर 12 च्या पटीपेक्षा 4 ने कमी 
असणारी दसुरी एक संख्या मी घतेलेली आह.े त्यांची बेरीज ही नेहमीच 8 च्या पटीत असेल.” असे स्नेहल 
म्हणते. त्यांच्या दाव्यांच ेपरीक्षण करा आणि तमुच्या निष्कर्षाच ेसमर्थन करा. 

3. 	 3 च्या पटीतील, 6 च्या पटीतील दोन गणुकांची बेरीज कें व्हा असते आणि नसते ? वेगवेगळ्या शक्य घटनांच े
वर्णन करा आणि नमनु्यांच ेसामान्यीकरण करा.

4. 	 श्रीलता म्हणते “ माझ्याकडे 9 ने भाग जाणारी एक संख्या आह.े जर मी त्यांच्या अकंांची अदलाबदल केली 
तरीही त्या संख य्ेला 9 ने भाग जातो.”

(i) 	 9 च्या पटीतील कोणत्याही संख य्ेसाठी तिच ेअनमुान सत्य आह ेका याच ेपरीक्षण करा.

(ii) 	 इतर कोणतेही अकं बदलण ेशक्य आह ेका जेणकेरून तयार झालेली संख्या अजनूही 9 च्या पटीत 
राहील ?

5. 	 जर 48a23b ही 18 च्या पटीत असेल तर a आणि b च्या सर्व संभाव्य जोडीच्या किमतींची यादी करा.

6. 	 जर 3p7q8 ला 44 ने भाग जातो. तर p आणि q च्या सर्व संभाव्य जोडीच्या किमतींची यादी करा.

प्रयत्न करा
7. 	 तीन क्रमवार संख्या अशा काढा की पहिली संख्या ही 2 च्या पटीत, दसुरी संख्या ही 3 च्या 

पटीत आणि तिसरी संख्या ही 4 च्या पटीत असेल. अशा आणखी संख्या आहते का ? 
त्यांची पनुरावतृ्ती किती वेळा होते ? 

गणिती बोल8. 	 45000 आणि 47000 मधील 36 च्या पटीतील 5 गणुक लिहा. तमुच्या पध्दतीची वर्गासोबत 
चर्चा करा.

9. 	 5 क्रमवार सम संख्यांच्या क्रमातील मधली संख्या 5p आह.े क्रमातील इतर चार संख्या p च्या स्वरुपात व्यक्त 
करा. 

10. 	 15 ने भाग जाणारी 6 - अकंी एक संख्या अशी लिहा की जर अकंांची अदलाबदल केली तर 6 ने भाग  
जाईल.
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11.	दि पकचा दावा असा आह ेकी  “ 11 च्या पटीतील कांही गणुक असे आहते की ज्यांची दपु्पट केल्यानंतरही 
11 च्या पटीतील गणुक राहतात. परंत ु11 च्या पटीतील इतर गणुकांची दपु्पट केल्यास 11 च्या पटीतील 
गणुक राहत नाहीत.” जर त्यांच ेअनमुान सत्य असेल तर त्यांच ेपरीक्षण करा, तमुच्या निष्कर्षाच ेस्पष्टीकरण 
करा.

12. 	 खालील विधाने 'नेहमीच सत्य’, कांही वेळेला सत्य’ किवा 'कधीही सत्य नाही’ यांच ेनिर्धारन करा. तमुच्या 
तर्काच ेवर्णन करा.

(i) 	 6 च्या पटीतील आणि 3 च्या पटीतील गणुकांचा गणुाकार हा 9 च्या पटीत असतो.

(ii) 	 तीन क्रमवार सम संख्यांच्या बेरजेला 6 ने भाग जातो.

(iii) 	जर abcdef ह े6 च्या पटीत असेल तर badcef ह े6 च्या पटीत असेल.

(iv) 	8 (7b - 3) - 4 (11b + 1) ह े12 च्या पटीत आह.े

13. 	 कोणत्याही तीन संख्या निवडा. जेव्हा त्यांच्या बेरजेला 3 ने भाग जातो, तेव्हा सर्व शक्य घटनांचा शोध घ्या 
आणि सामान्यीकरण करा.

14. 	 दोन क्रमवार परू्णांकांचा गणुाकार हा नेहमी 2 च्या पटीत असतो का ? का ? या क्रमवार परू्णांकांच्या 
गणुाकाराविषयी काय आह े ? तो नेहमीच 6 च्या पटीत असतो का ? का किवा का नाही ?  4 क्रमवार 
परू्णांकांच्या गणुाकारा विषयी तमु्ही काय सांग ूशकाल ? पाच क्रमवार परू्णांकांच्या गणुाकाराविषयी काय सांग ू
शकाल ?

15. 	क्रि प ट्ॅरिथम सोडवा.
(i) EF × E = GGG	 (ii) WOW × 5 = MEOW

16. 	 खालीलपैकी कोणत्या वेन आकृत्या 4, 8 आणि 32 च्या पटीमधील संबंध दर्शविते ?
(i)

(iii)

(ii)

(iv)

4 च्या  
पटीतील

32 च्या  
पटीतील

8 च्या  
पटीतील

4 च्या  
पटीतील

32 च्या  
पटीतील

8 च्या  
पटीतील

32 च्या  
पटीतील

4 च्या  
पटीतील8 च्या  

पटीतील

4 च्या  
पटीतील

32 च्या  
पटीतील8 च्या  

पटीतील
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	 आम्ही विभाज्यतेंच ेविविध गणुधर्म शोधले आणि शिकलो -

• 	 जर a ला b ने भाग जातो तर a च्या सर्व गणुकांना b ने भाग जातो.

• 	 जर a ला b ने भाग जातो तर a ला b च्या सर्व अवयवांनी भाग जातो.

• 	 जर a ने m ला भागले आणि a ने n ला भागले तर a ने m+n आणि m-n ला भाग जातो.  

• 	 जर a ला b ने भाग जातो आणि a ला c ने दखेील भाग जातो तर a ला b आणि c च्या 
ल.सा.वि.ने भाग जातो.

 	 3, 9 आणि 11 ची विभाज्यता तपासण्याचा जवळचा मार्ग आम्ही शिकलो आह ेआणि ते का 
कार्य करतात याबद्दल आम्ही पाहिले आह.े

	या सर्व गोष्टीमधनू आम्हाला गणितीय विचार आणि तर्काने दृश्यीकरण, उदाहरण ेआणि प्रति 
उदाहरण ेबीजगणिताने अनभुवायला मिळाली.

सारांश [Summery]
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ही को�ाची वेळ 

नवंकंकारी

नवकंकारी ज्याला साल ूमने आटा, चार-पार किवा नवकाक्री असेही म्हणतात. हा एक पारंपारीक भारतीय बोर्ड खळे 
आह.े जो ‘नऊ माणसे माॅरीस’ किवा ‘पश्चिमतेील गिरणी’ सारखाच आह.े हा दोन खळेाडंूसाठी एक रणनिती खळे आह ेजिथ 
प्रतिस्पर्ध्याच्या प्याद्यांना संपविण्यासाठी किवा त्याच्या हालचाली रोखण्यासाठी तीन प्याद्यांच्या ओळी तयार करण ेह ेध य्ेय 

असते.

खेळ खेळणे:

1. 	 प्रत य्ेक खळेाडू 9 प्याद्यांपासनू सरुुवात करतो. खळेाडू त्यांच ेप्याद ेचौकावर ठेवण्यासाठी आळीपाळीने घतेात. एका 
चौकात जास्तीत जास्त एक प्याद ेअस ूशकते.

2. 	 सर्व प्याद ेठेवल्यानंतर खळेाडू त्यांच्या एका प्याद्याला तीनच्या ओळी तयार करण्यासाठी शजेारील रिकाम्या चौकात 
हलविण्यासाठी वळण घतेात. रेषा ही आडवी किवा उभी अस ूशकते.

3. 	 एकदा खळेाडूने जर प्याद्यासह एक रेषा आखली की तो प्रतिस्पर्ध्याच्या कोणत्याही एका प्याद्याला काढून टाकू 
शकतो. जर तो त्या ओळीचा भाग असेल तर. जर प्रतिस्पर्ध्याकडे 3 पेक्षा कमी प्याद ेअसतील किवा तो हालचाल करु 
शकत नसेल तर तो खळेाडू जिंकतो.
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आम्ही विभागतो, तरीही 
त्यांचा गुणाकार करतो6

आपण पाहिले आह ेकी बीजगणित ह ेमळुाक्षर चिन्हांचा वापर नमनेु आणि संबंधाबद्दल सामान्य विधाने 
संक्षिप्त पध्दतीने लिहिलेले दावे आणि अनमुानांना समर्थन दणे्यासाठी किं वा सिद्ध करण्यासाठी (मागील प्रकरणात 
तमु्ही पाहिलेल्या अनेक गणुधर्माप्रमाण)े आणि विविध प्रकारच्या समस्या सोडविण्यासाठी दखेील बीजगणिताचा 
वापर केला जाऊ शकतो.

वितरण हा एक गणुधर्म गणुाकार आणि बेरीज यांच्याशी संबंधित असनू जो बीजगणित वापरून संक्षिप्तपण े
घतेला जातो. या प्रकरणात आम्ही विविध प्रकारच्या गणुाकाराच ेनमनेु शोधनू काढतो आणि वितरण गणुधर्माचा 
उपयोग करून बीजगणिताच्या भाषते त्याच ेवर्णन कसे करता येईल ह ेदाखव ूशकतो.

6.1 गुणाकाराचे कांही गुणधर्म  [Some properties of Multiplication]

गुणाकारामध य्े वाढ [Increments in products]

23 × 27 या दोन संख्यांचा गणुाकार विचारात घ्या.

  	1. जर पहिली संख्या (23) ही 1 ने वाढविली तर गणुाकार कितीने वाढतो ?

	 2. जर दसुरी संख्या (27) ही 1 ने वाढविली तर काय होईल ?

  3. जर दोन्ही संख्या 1 ने वाढविल्या तर काय होईल ?  

  	कोणत्याही दोन संख्यांच्या गणुाकारासाठी आपल्या निरीक्षणांच ेसामान्यीकरण करण्यास मदत करणारा नमनुा 
तमु्हाला दिसतो का ?

प्रथमतः आपण एक सोपी समस्या विचारात घऊे. जेव्हा 27 ला 1 ने वाढविले जाते तेव्हा गणुाकारात होणारी 
वाढ काढा. गणुाकाराच्या व्याख्येनसुार (आणि क्रमनिरपेक्ष गणुधर्म) ह ेस्पष्ट होते की गणुाकार हा 23 ने वाढतो. ह े
गणुाकाराच्या वितरण गणुधर्मावरुन दखेील दिसनू येते. जर a, b आणि c या तीन संख्या असतील तर

(We Distribute, yet things 
Multiply)
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a (b + c) = ab + ac                   

a (b + c)

            . . . . .  
            . . . . .  
            . . . . . 
.   .   .              .    .
.   .   .              .    .
.   .   .              .    .
.   .   .              .    .
            . . . . .  
  
             . . . . .

              . . . . . .  
              . . . . . .
              . . . . . . 
    .   .                    .
    .   .                    .
    .   .                    .
    .   .                    .
              . . . . . . 
              . . . . . .

ab ac

b स्तंभ c स्तंभ

a पंक्ती

या गणुधर्माच ेआकृती वापरून चांगले दृश्यमान केले जाऊ शकते.

याला बेरजेवरील गुणाकाराचा वितरण गुणधर्म असे म्हणतात. समीकरणाचा उपयोग करून  
a(b+c) = ab+ac जथेे a = 23, b = 27 आणि c = 1 तर  आपल्याला मिळते

वाढ
23 ( 27 + 1) = 23 × 27 + 23

लक्षात ठेवा की येथे a (b+c) आणि 23 (27+1) म्हणजे अनकु्रम ेa × (b+c) आणि 23 × (27+1) आह.े 
आपण सहसा कंसाच्या अगोदर किं वा नंतर ‘×’ ह ेचिन्ह वगळतो. 5a, xy, इत्यादी सारख्या पदावलीच्या घटनेत 
दिसनू येते.

आम्ही त्याचप्रमाण े(a+b) c चा विस्तार हा वितरण गणुधर्माचा उपयोग करुन सधु्दा खालील प्रमाण ेकरु 
शकतो.

			   	 (a + b) c = c (a + b) [ गणुाकाराचा क्रमनिरपेक्ष ]

				      	        = ca + cb   [ वितरण गणुधर्म ]

				               = ac + bc  [ गणुाकाराचा क्रमनिरपेक्ष ]
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सामान्यपण े जर गणुाकारातील एक किं वा दोन्ही संख्या 1 ने वाढविल्या तर गणुाकार कितीने वाढतो ह े
शोधण्यासाठी आम्ही वितरण गणुधर्माचा वापर करु शकतो. समजा सरुुवातीच्या दोन संख्या a आणि b आहते. जर 
त्यापैकी समजा एक b ही संख्या 1 ने वाढविली तर आपल्याकडे मिळते.

  वाढ
a ( b + 1) = ab ×  a

आता आपण पाहूया की जर गणुाकारातील दोन्ही संख्या 1 ने वाढविल्या तर काय होते. जर गणुाकार ab मध्ये 
दोन्ही a आणि b ह े1 ने वाढ‌विले तर आपल्याला (a+1) (b+1) मिळते.

	ह ा विस्तार आम्ही कसा करू शकतो ?

(a+1) ह ेएकच पद आह ेअसे विचारात घऊेया. नंतर वितरण गणुधर्माने आपल्याला मिळते. 

(a + 1) (b + 1) = (a + 1) b + (a + 1) 1
			   = ab +  (b + a + 1)

वाढ

(a + 1) (b + 1) = (a + 1) b + (a + 1) 1
पनु्हा वितरण गणुधर्म लाग ूकेल्याने आम्हाला 
मिळते. 

(23 + 1) (27 + 1) = (23 + 1) 27 + (23 + 1) 1
			        = 23 × 27 +  (27 + 23 + 1)

वाढ

जर a = 23 आणि b = 27 तर आम्हाला मिळते.

अशाप्रकारे जेव्हा a आणि b ह े1 ने वाढविले जाते तेव्हा ab या गणुाकारात a + b + 1 ने वाढ होते.

 	 जर आपण (b + 1) ह ेएकच पद प्रथमत:  घऊेन (a + 1)(b + 1) चा विस्तार केल्यास आम्हाला काय  
मिळते ? याचा प्रयत्न करा.  

 	जेव्हा गणुांकारातील एक संख्या 1 ने वाढविली आणि दसुरी संख्या 1 ने कमी केली तर काय घडेल ? 
गणुाकारामध्ये कोणताही बदल तेथे होईल का ?

आता a आणि b या दोन संख्यांचा गणुाकार ab हा पनु्हा घऊे. जर a ह े1 ने वाढविले आणि b ह े1 ने कमी 
केले तर त्यांचा गणुाकार (a + 1)(b - 1) असा होईल. याचा विस्तार केल्यास आम्हाला मिळते.

(a + 1) (b – 1) = (a + 1) b – (a + 1) 1
			   = ab +  b – (a + 1)
		   	  = ab +   b – a – 1

वाढ

(23 + 1) (27 – 1) = (23 + 1) 27 – (23 + 1) 1
			       = 23 × 27 + 27 – (23 + 1)
			         = 23 × 27 +  27 – 23 – 1

वाढ

जर a = 23 आणि b = 27 तर आम्हाला मिळते.
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	 गणुाकार नेहमीच वाढतो का ? गणुाकार कमी होणारी अशी 3 उदाहरण ेकाढा.

 	 जेव्हा a आणि b ह ेऋण परू्णांक असतील तेव्हा काय घडेल ?

	 वरील प्रत्येक घटनेमध्ये a आणि b च्या वेगवेगळ्या किं मती मांडून गणुधर्म तपासा. उदाहरणार्थ a = 5,  
b = 8; a = –4, b = –5 इत्यादी.

परू्णांक सधु्दा वितरण गणुधर्माची परू्तता करतात असे आम्हाला दिसनू येते. म्हणजचे जर x, y आणि z ह े
कोणतेही तीन परू्णांक असतील तर x(y+z) = xy+xz

अशाप्रकारे जेव्हा मळूाक्षर - संख्या ऋण परू्णांक म्हणनू घतेले जातात तेव्हा गणुाकारांच्या वाढीसाठी 
आपल्याकडे असलेल्या पदावल्या टिकून राहतात.

जर त्यांच्या मळूाक्षर संख्या या संख्यांनी बदलल्या तर समान किं मती घणेाऱ्या दोन बैजिक राशी समान 
असतात ह ेलक्षात ठेवा. या संख्या कोणतेही परू्णांक अस ूशकतात. दोन बैजिक पदावलींची समानता दर्शविणारी 
गणितीय विधाने अशी आहते. 

a (b + 8) = ab + 8a 

(a + 1) (b – 1) = ab + b – a – 1 इत्यादी.

यांना नित्य समीकरणे असे म्हणतात. 

  	जर एक संख्या m ने वाढविली आणि दसुरी संख्या n ने  वाढविली तर दोन संख्यांच्या गणुाकारात किती बदल 
होईल ? जर गणुाकारासाठीच्या a आणि b या सरुुवातीच्या संख्या असतील तर (a + m) आणि (b + n) 
होईल.

(a + m) (b + n) = (a + m)b + (a + m)n

                          = ab + mb + an + mn

वाढ ही an + bm + mn ही आह.े

आम्हाला असे दिसनू येते की गणुाकार हा प्रत्येक पदाच्या (a + m) चा प्रत्येक पद (b + n) शी असलेली 
बेरीज आह.े

(a + m) (b + n) = ab + mb + an + mn     नित्य समीकरण 1
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ह ेसमीकरण खालीलप्रमाण ेदृश्यमान होईल.
b स्तंभ n स्तंभ

a पंक्ती

m पंक्ती

(a + m) (b + n)

           . . . . .  
           . . . . .  
           . . . . . 
.   .   .            .    .
.   .   .            .    .
.   .   .            .    .
.   .   .            .    .
           . . . . .  
           . . . . .

ab

            . . . . . .  
            . . . . . .
            . . . . . . 
    .   .                 .
    .   .                 .
    .   .                 .
    .   .                 .
            . . . . . . 
            . . . . . .

an

        . . . . . . .
        . . . . . . . .    .                .    ..    .                .    ..    .                .    .        . . . . . .  

mb

        . . . . . . .
        . . . . . . . .   .                 . .   .                 . .   .                 .         . . . . . . .

mn

 

 	गणुाकार केल्या जाणाऱ्या संख्या कोणत्याही प्रमाणात वाढविल्या किं वा कमी केल्यावर गणुाकारामध्ये कसा 
बदल होतो ह ेकाढण्यासाठी ह ेसमीकरण वापरले जाऊ शकते. जेव्हा एक किं वा दोन्ही संख्या कमी केल्यावर 
ह ेसमीकरण कसे वापरले जाऊ शक‌ते ह ेतमु्ही पाहु शकता का ?

उदाहरणार्थ जेव्हा एका संख्येत 1 ने वाढ होते आणि दसुऱ्या संख्येत 1 ने घट होते तेव्हा आपण पनु्हा घटना 

विचारात घऊेया. आपण (a + 1) (b - 1) हा गणुाकार (a + 1) (b + (-1)) असा लिह. नित्य समीकरण 1 मध्ये 
m = 1 आणि n = (-1) घतेल्यास आम्हाला मिळते. 

ab + (1) × b + a × (–1) + (1) × (–1) = ab + b – a – 1

जे आम्हाला अगोदर मिळालेल्या पदावली सारखचे आह.े

	 गणुाकारांत होणारा बदल कसा आह ेकाढण्यासाठी नित्य समीकरण 1 चा वापर करा. जर

(i) एक संख्या 2 ने कमी केली आणि दसुरी संख्या 3 ने वाढविली तर,

(ii) एक संख्या 3 ने आणि दसुरी संख्या 4 ने अशा दोन्ही संख्या कमी केल्या तर

	 वजाबाकीच ेबेरजेमध्ये रुपांतर न करता गणुाकार मिळवनू उत्तरांचा पडताळा करा.

याच ेसामान्यीकरण करताना आम्ही (a + u) (b - v) चा गणुाकार खालीलप्रमाण ेकरु शकतो.

(a + u) (b – v) = (a + u) b – (a + u) v

                        = ab + ub – (av + uv)

                        = ab + ub – av – uv.

नित्य समीकरण 1 मध्ये m = u आणि n = -v घऊेन तपासल्यास ते सारखचे दिसनू येते.
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नित्य समीकरण 1 मधील गणुाकार (a + u) (b - v) हा प्रत्येक पदाच्या a + u (a आणि u) चा प्रत्येक पद 
b - v (b) आणि (-v) यांच्यासह गणुाकाराची बेरीज आह.े लक्षात घ्या की गणुाकारामधील पदांची चिन्हे परू्णांक 
गणुाकाराच्या नेहमीच्या नियमांचा वापर करुन निर्धारीत केली जाऊ शकतात. 

एकच नित्य समीकरणाचा वापर करून अनेक घटनेमध्ये परू्णांक गणुाकाराच े नियम कसे 
हाताळावेत याची परवानगी दतेाना ह ेपाहिले आह.े

 	(i)  (a – u) (b + v), (ii) (a – u) (b – v) चा विस्तार केल्यास आम्हाला मिळते.

	  (a – u) (b + v) = ab – ub + av – uv आणि

	 (a – u) (b – v) = ab – ub – av + uv

वितरण गणुधर्म हा कंसातील दोन पदांच्या परुताच मर्यादित नाही.

 	उदाहरण 1: विस्तार करा.  
3a
2  (a – b + 

1
5)

				  
3a
2  (a – b + 

1
5) = (

3a
2  × a) – (

3a
2  × b) + (

3a
2  × 

1
5 )

 	 पदांच ेसलुभीकरण खालीलप्रमाण ेकरता येते. 

					   
3a
2  × a = 

3
2 × (a × a)

घातांकाच्या संकेताचा उपयोग करून आम्ही असे लिह शकतो  
3
2 × (a × a) = 

3
2 a2

3a
2  × b = 

3
2 × (a × b) = 

3
2 ab

3a
2  × 

1
5 = (

3
2 × 

1
5) a = 

3
10 a

म्हणनू आम्हाला मिळते.
3a
2  (a – b + 

1
5) = 

3
2a2 – 

3
2  ab + 

3
10  a

	 एकच पद मिळविण्यासाठी कोणतीही दोन पद ेमिळविता येतात का ?

उदाहरणार्थ एक पद मिळविण्यासाठी 
3
2  a2 आणि 

3
10  a ही पद ेमिळविता येतात का ?

आम्हाला असे दिसनू येते की दोन पदांच्या अचकूपण ेमळूाक्षर संख्या सारख्याच नाहीत त्यामळेु  त्यांच ेएकच 
पदात सलु‌भीकरण करता येत नाही. म्हणनू पदावलीच ेपढुील सलुभीकरण शक्य नाही.

सारखीच मळूाक्षर - संख्या असलेल्या पदांना सजातीय पदे असे म्हणतो याच ेआम्ही स्मरण करू.
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 	 उदाहरण 2: विस्तार कराः (a + b) (a + b) 

	 आपल्याला मिळते.  (a + b) (a + b) = (a+b) a + (a + b)b = a × a + b × a + ab + b × b 

					        		     = a2 + ba + ba + b2

परंत ुba = ab आपल्याकडे सारखीच मळूाक्षर - संख्या ab असलेली दोन पद ेआहते (किं वा ती सजातीय पद े
आहते) आणि म्हणनू त्यांची बेरीज करता येते.

			     ba + ab = ab + ab = 2ab
म्हणनू आम्हाला मिळते 
			   (a + b) (a + b) = a2 + 2ab + b2

 	उदाहरण 3: विस्तार करा (a + b) (a2 + 2ab + b2)

				    (a + b) (a2 + 2ab + b2) = (a + b)a2 + (a + b) × 2ab + (a + b)b2

				         = (a × a2) + ba2 + (a × 2ab) + (b × 2ab) + ab2 + (b × b2)

पदांच ेसलुभीकरण खालीलप्रमाण ेकरता येईल. 

a × a2 = a3 (का?)

ba2 = a2b

a × 2ab = 2 × a × a × b = 2a2b

 b × 2ab = 2 × a × b × b = 2ab2

b × b2 = b3

म्हणनू, (a + b)(a2 + 2ab + b2) = a3 + a2b + 2a2b + 2ab2 + ab2 + b3

आम्हाला असे दिसनू येते की a2b आणि 2a2b या पदांना  सारख्याच मळूाक्षर संख्या आहते (किं वा सजातीय 
पद ेआहते) आणि म्हणनू त्यांची बेरीज करता येते.

a2b + 2a2b = (1 + 2) a2 b = 3a2 b

त्याचप्रमाण ेab2 आणि 2ab2 हो सजातीय पद ेआहते आणि म्हणनू त्यांची बेरीज करता येते.

ab2 + 2ab2 = (1 + 2)ab2 = 3ab2

अशाप्रकारे आम्हांला मिळते

(a + b) × (a2 + 2ab +b2 ) = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3
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थोडासा इतिहास [A Pinch of History]

मसेापोटेमिया अनेक प्राचीन संस्कृ तीमध्ये विशषेतः प्राचीन इजिप्त मसेापोटेमिया ग्रीस, चीन आणि भारतातील 
गणितज्ञांच्या गणनेत बेरजेवरील गणुाकाराचा वितरण गणुधर्म अमंलात होता. उदाहरणार्थ गणितज्ञ यकु्लीड 
(भमूितीय स्वरुपात) आणि आर्यभट्ट (बीजगणितीय स्वरु‌पात) यांनी त्यांच्या गणितीय आणि वैज्ञानिक कार्यामध्ये 
वितरण नियमाचा व्यापकपण ेअतंर्निहीत पध्दतीने वापर केला. वितरण गणुधर्माच ेपहिले स्पष्ट विधान ब्रम्हगपु्त यांनी 
त्यांच्या ब्रम्हस फ्ु तसिध्दांत (श्लोक 12.55) मध्ये दिले होते, ज्यांनी गणुाकारासाठी गणुधर्माच्या वापराचा उल्लेख 
`खडं - गणुनम' (भागासह गणुाकार) असा केला होता. त्यांच्या श्लोकात असे म्हटले आह ेकी “गणुक हा दोन किं वा 
अधिक भागांमध्ये विभागला जातो ज्यांची बेरीज गणुकाशी समान असते. नंतर या प्रत्येकाशी गणु्यांचा गणुाकार 
केला जातो आणि बेरीज करून निकाल मिळविला जातो.” म्हणजेच जर दोन भाग असतील तर मळूाक्षर संकेतांचा 
उपयोग करून ह ेनित्य समीकरण (a+b)c = ac + bc शी सममलु्य करता येते. पढुील श्लोकात (श्लोक 12.56) 
वितरण गणुधर्माचा उपयोग करून जलद गणुाकार करण्याच्या पध्दतीच ेब्रम्ह‌गपु्त यांनी वर्णन केले आह.े ज्यांचा 
आपण पढुील भागात अधिक शोध घऊे.

 	शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 खालील गणुाकाराच्या चौकटीच े निरीक्षण करा. चौकटीतील प्रत्येक संख्या ही दोन संख्यांच्या गणुाकाराने 
तयार झालेली आह.े जर 3×3 चौकटी मधील संख्या ही pq या पदावलीने आकृतीत दर्शविल्याप्रमाण ेदिलेली 
आह.े तर चौकटीतील इतर संख्यांसाठी पदावली लिहा. 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

10      10 20 30 40 50 60 70 80 90       100

3 × 5 3 × 6 3 × 7

4 × 5 4 × 6 4 × 7

5 × 5 5 × 6 5 × 7

pq
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2. 	 खालील गणुाकारांचा विस्तार करा.

	 (i)	 (3 + u) (v – 3)	 (ii)	
2
3 (15 + 6a)

	 (iii)	 (10a + b) (10c + d)	 (iv)	 (3 – x) (x – 6)
	 (v)	 (–5a + b) (c + d)	 (vi)	 (5 + z) (y + 9) 		      

गणिती बोल3. 	 जेव्हा एका संख्येला 2 ने वाढविले आणि दसुऱ्या संख्येला 4 ने कमी केले तर दोन संख्यांचा 
गणुाकार बदलत नाही अशी 3 उदाहरण ेकाढा. 

4. 	वि स्तार करा.  (i) (a + ab – 3b2) (4 + b) आणि (ii) (4y + 7) (y + 11z – 3)

5. 	वि स्तार करा. (i) (a – b) (a + b), (ii) (a – b) (a2 + ab + b2) आणि  
	 (iii) (a – b) (a3 + a2b + ab2 + b3) तमु्हाला एक नमनुा दिसतो का ? तमु्ही पाहिलेल्या नमनु्यातील पढुील 

नित्य समीकरण कोणते अस ूशकेल ? त्याचा विस्तार करून तमु्ही ते तपास ूशकाल का ?

वितरण गुणधर्माचा उपयोग करून जलद गुणाकारः [Fast Multiplications using 
the Distributive property]

जेव्हा कांही प्रकारच्या संख्यांचा गणुाकार करताना गणुाकाराच्या जलद पध्दतीत वितरण गणुधर्माचा उपयोग 
केला जातो.
जेव्हा 11, 101, 1001, ....... यापैकी एक सखं्या असते. 

 	खालील गणुाकारांचा वापर करून 11 असलेल्या संख्येंचा गणुाकार एकच पायरीत काढा.

(a) 3874 × 11				   (b) 5678 × 11
प्रथमतः गणुाकार घऊेया.

3874 × 11 = 3874 (10 + 1) = 38740 + 3874

अकं कसे मिळविले जातात ते पहा.

dcba ही एक 4 - अकंी संख्या आह.े म्हणजेच संख्येत हजाराच्या स्थानी d, शभंराच्या स्थानी c, दहाच्या 
स्थानी b आणि एकम स्थानी a आह.े

dcba × (10 + 1) = dcba × 10 + dcba
			ह    ेअसे बनते

		    	       

     d      c       b          a       o
+          d        c       b       a

     d  (c + d)  (b + c)  (a + b)  a 
 

       38740
+     3874
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एका रेषते गणुाकार मिळविण्यासाठी याचा उपयोग केला जातो.

3874 × 11 
        614

3874 × 11 
     2614

3874 × 11 
   42614

+

+

पायरी 4 पायरी 5

3874 × 11 
            4

पायरी 1 पायरी 3
1

1 11 11 1

1 1

3874 × 11 
          14

+

पायरी 2

 	एका संख्येला (कोणत्याही अकंाच्या  संख्येला) 11  ने गणुण्याच्या एका सामान्य नियमाच ेवर्णना करा आणि 
गणुाकार हा एका रेषते लिहा. 							          

गणिती बोल	 सोडवा. 
	 (i) 94 × 11  (ii) 495 × 11  (iii) 3279 × 11  (iv) 4791256 × 11

 	 एका संख्येला 101 ने गणुण्यासाठी एक सारखाच नियम आम्ही शोध ूशकतो का ?

 	 3874 ला 101 ने गणुा.

एक 4 - अकंी संख्या dcba घऊे.
dcba × 101 = dcba × (100 + 1) = dcba × 100 + dcba

ह ेअसे बनते. 
     d    c        b        a     o      o
+                 d      c      b       a

     d    c      (b + d)  (a + c)   b       a 

 	 एका रेषते 3874 × 101 ला गणुण्यासाठी याचा उपयोग करा.

 	एका संख्येला 101 ने गणुण्याचा एक सामान्य नियम कोणता अस ूशकेल आणि एका रेषते गणुाकार लिहा. 
1001, 10001 ........ ने गणुाकार करण्यासाठी हा नियमाचा विस्तार (पढेु चाल)ू करा.

  	याचा वापर करून काढा. 							          गणिती बोल

(i) 89 × 101 (ii) 949 × 101 (iii) 265831 × 1001 (iv) 1111 × 1001 (v) 9734 × 99 
आणि (vi) 23478 × 999. ब्रम्हगपु्त (इ.स. 628), श्रीधराचार्य (इ.स. 750) आणि भास्कराचार्य (लीलावती  
इ.स. 1150) यांच्या प्राचीन गणितीय कार्यामध्ये दोन संख्यांचा जलद गणुाकार करण्यासाठी वितरण गणुधर्म 
वापरण्याच्या अशा पध्दतींची विस्तृत चर्चा झाली आह.े ब्रम्हस फ्ु त सिध्दांत (श्लोक 12.56) या त्यांच्या कार्यात 
ब्रम्हगपु्त ह ेवितरण गणुधर्म वापरून जलद गणुाकार करण्याच्या अशा पध्दतींचा उल्लेख इष्ट-गुणन असा आह.े
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6.2 वितरण गुणधर्माच्या विशेष घटना [Special cases of the Distributive property]

दोन सखं्यांच्या बेरीज /वजाबाकीचा वर्ग :

 	बाजचूी लांबी 60 एकके असलेल्या एका चौरसाच ेक्षेत्रफळ 3600 चौ. एकके आह े(602) आणि बाजचूी 
लांबी 5 एकके असलेल्या एका चौरसाच ेक्षेत्रफळ 25 चौ. एकके आह े(52). याचा उपयोग करून आम्ही 
बाजचूी लांबी  65 एकके असलेल्या एका चौरसाच ेक्षेत्रफळ काढू शकतो का ?

आकृतीत दर्शविल्याप्रमाण ेबाजचूी लांबी 65 असलेल्या एका चौरसाच्या बाजचूी लांबी 60 असलेला एक 
चौरस, बाजचूी लांबी 5 असलेला एक चौरस आणि बाजूंची लांबी 60 व 5 असलेले दोन आयत अशा 4 भागात 
विभागणी केलेली आह.े बाजचूी लांबी 65 असलेल्या चौरसाच ेक्षेत्रफळ ह ेत्यांच्या सर्व घटक भागांच्या क्षेत्रफळांची 
बेरीज होय. वरील आकृतीतील चार भागांच ेक्षेत्रफळ तमु्ही काढू शकाल का ? 

60

60 5

5

602

525 × 60

60 × 5

आम्हाला मिळते.

652 = (60 + 5)2 	= 602 + 52 + 2 × (60 × 5).
			   = 3600 + 25 + 600 
			   = 4225 चौ. एकके

आता (60 + 5) × (60 + 5)  चा वितरण गणुधर्माचा उपयोग करून  
गणुाकार करा.

(60 + 5) × (60 + 5) = 60 × 60 + 5 × 60 + 60 × 5 + 5 × 5

				     = 602 + 2 × (60 × 5) + 52

  	जर आम्ही 652 ला (30 + 35)2 किं वा (52 + 13)2 असे लिहीले तर काय होईल ?

आकृत्या काढा आणि तमु्हाला मिळालेले क्षेत्रफळ तपासा.

आता दोन संख्यांच्या बेरजेच्या वर्गासाठी (a + b)2 सामान्य पदावली पाहुया.

a

a b

b

a2

b2b × a

a ×
 b

	 वितरण गणुधर्माचा उपयोग करून (a+b)2 चा 
विस्तार असा करता येईल.

(a+b) × (a+b) = a×a + a×b + b×a + b×b

	= a2 + 2ab + b2

उदाहरण 2 मध्ये यापरू्वी आम्ही पाहिले आह.े

 नित्य समीकरण 1A (a+b)2 = a2 + 2ab + b2 
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गणिती बोल  	जर a आणि b ह ेकोणतेही दोन परू्णांक असतील तर (a+b)² ह ेनेहमी a2 + b2 पेक्षा मोठे आह े
	 का ? जर नसेल तर ते कें व्हा मोठे असते ?

  1042, 372 च्या किं मती काढण्यासाठी नित्य समीकरण 1A चा उपयोग करा. [सचूना: वर्ग काढण ेसोपे जाईल 
अशारितीने 104 आणि 37 या संख्यांची बेरीज किं वा वजाबाकीच्या स्वरुपात मांडणी करा.]

 	खालील पदावली लिहीण्यासाठी नित्य समीकरण 1A चा उपयोग करा. 

	 (i)	 (m + 3)2	 (ii)  (6 + p)2

  विस्तार करा. (6x + 5)2

वितरण गुणधर्माचा उपयोग करून नित्य समीकरणाचा उपयोग करून
(6x + 5)2	 = (6x + 5) (6x + 5)
		  = �(6x × 6x) + (5 × 6x) +(6x × 5) + (5 × 5)
		  = (6x)2 + 2 (6x × 5) + 52

		  = 36x2 + 60x + 25

(6x + 5)2    = (6x)2 + 52 + 2 × (6x × 5)	
	          = 36x2 + 25 + 60x

जर तमु्हाला सामान्य नियम लक्षात ठेवण्यात किं वा वापरण्यात अडचण येत असेल तर तमु्ही 
गणुाकार करण्यासाठी वितरण गणुधर्म लाग ूकरु शकता आणि इच्छित निकाल मिळव ूशकता.

  	समीकरण आणि वितरण गणुधर्म या दोन्हींचा उपयोग करून (3j + 2k)2  चा विस्तार करा.

  	(60 - 5)² किं वा 552 ची किं मत काढण्यासाठी आम्ही 602 (= 3600) आणि 52 (=25) चा वापर करु शकतो 
का ?

बाजचूी लांबी 60 असलेल्या एका चौरसाच्या आतील बाजचूी लांबी 55 असलेला एक चौरस बसवनू 
भमूितीद्वारे ही पध्दत आकृती काढून समजनू घऊेया. 

बाजचूी लांबी 55 असलेल्या एका चौरसाच ेक्षेत्रफळ (60-5)2 = 552 आह.े

5560

55 5

60 × 60 – 5 × 60

– 60 × 5

+5 × 5

आम्ही बाजचूी लांबी 55 असलेल्या चौरसाच े क्षेत्रफळ 
ह े बाजचूी लांबी 60 असलेल्या एका चौरसाच े क्षेत्रफळ 
घऊेन आणि बाजूंची लांबी 60 आणि 5 असलेल्या दोन 
आयतांच े क्षेत्रफळ काढून टाकून मिळव ू शकतो, म्हणजेच  
602 - (60 x 5) - (5 × 60). ह ेकरताना आम्ही बाजचूी लांबी 
5 असलेल्या लहान चौरसाच े क्षेत्रफळ दोनदा काढून टाकतो. 
वास्तविक क्षेत्रफळ मिळविण्यासाठी आम्ही या पदावलीच ेकाय 
करू शकतो ?
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बाजचूी लांबी 5 असलेल्या चौरसाच ेक्षेत्रफळ या पदावलीमध्ये पनु्हा आम्ही मिळव ूशकतो. या मार्गाने आम्ही 
ह ेक्षेत्रफळ एकदा फक्त वजाबाकी करु शकतो.

म्हणनू, 		  (60 – 5)2 = 602 – (60 × 5) – (5 × 60) + 52

= 3600 – 300 – 300 + 25

				      = 3025

बाजचूी लांबी 55 असणाऱ्या चौरसाच ेक्षेत्रफळ 3025 चौ. एकके आह.े

जेव्हा (a + b)2 चा विस्तार केल्यास काय मिळते ह ेआम्ही पाहिले आह.े (a - b)2  चा विस्तार काय आह े? 

वितरण गणुधर्माचा उपयोग करून आम्हाला मिळते. 

(a – b)2 	 = (a – b) × (a – b)

= (a)2 – ba – ab + (b)2

				      = a2 – 2ab + b2

 	(a + b)2 च्या विस्ताराचा उपयोग करुन सधु्दा आम्ही (a + b)2 चा विस्तार काढू शकतो. कसे याचा विचार 
करा.

सचूना: (a - b)2 = [a + (- b)]2

आता आम्ही प्रत्यक्षपण े (a + b)2 च्या विस्ताराचा उपयोग करू

[(a + (–b)]2  = (a)2  + (–b)2 + 2 × (a) × (–b)

नित्य समीकरण 1B   (a – b)2 = a2 + b2 – 2ab

	 552 साठी आम्ही केलेल्या भमूितीचा उपयोग करून (a - b)2 चा सामान्य विस्तार काढा.

	 (a) 992 आणि  (b) 582 च्या किं मती काढण्यासाठी (a - b)2 चा  समीकरणाचा उपयोग करा.

 	नित्य समीकरण 1 B आणि वितरण गणुधर्म या दोन्हींचा उपयोग करून खालील पदावलींचा विस्तार करा.

(i) (b – 6)2          (ii) (–2a + 3)2             	(iii) (7y – 
3
4z)

2

तपासणीचे नमने : [Investigating Patterns]
नमना 1
खालील नमनु्याकडे पहा. 

2 (22 + 12) = 32 + 12

2 (32 + 12) = 42 + 22

   2 (62 + 52) = 112 + 12

  2 (52 + 32) =  82 + 22.
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	 नैसर्गिक संख्यांची एक जोडी घ्या. त्यांच्या वर्गांची बेरीज करा. तमु्ही या बेरजेच्या दपु्पट म्हणजे दोन वर्गांची 
बेरीज असे लिह शकाल का ?

इतर संख्यांच्या जोडीसह याचा प्रयत्न करा. तमु्ही एखादा नमनुा शोधला आह ेका ?

लक्षात घ्या की  2 (52 + 62) =  (6 + 5)2 + (6 – 5)2

	 निरीक्षण केलेल्या नमनु्याच ेवर्णन करण्यास खालील नित्य समीकरण ेमदत करतात का ?

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2

(a + b)2 + (a – b)2 = (a2 + 2ab + b2) + (a2 – 2ab + b2)

सजातीय पदांची बेरीज केल्यास a2 + a2  = 2a2 , b2 + b2 = 2b2 आणि 2ab – 2ab = 0 आम्हाला मिळते.  
2 (a2 + b2) = (a + b)2 + (a – b)2

नमना 2 

	य थे एक संबंधित नमनुा आह.े तो नमनुा नेहमीच लाग ूहोतो किं वा नाही ह ेठरविण्यासाठी बीजगणित वापरून 
नमनु्याच ेवर्णन करण्याचा प्रयत्न करा.

9 × 9 – 1 × 1= 10 × 8

8 × 8 – 6 × 6 = 14 × 2

7 × 7 – 2 × 2 = 9 × 5

10 × 10 – 4 × 4 = 14 × 6

येथे नमनूा a2 – b2 = (a + b) × (a – b) असा दिसतो.

ह ेएक सत्य नित्य समीकरण आह े? वितरण गणुधर्माचा उपयोग केल्यास आम्हाला मिळते. 

(a + b) × (a – b) = a2 – ab + ba – b2 

सजातीय पदांची बेरीज केल्यास ab + (- ab) = 0 आपल्याला खरोखरच दिसनू येते.

नित्य समीकरण 1C      (a + b) × (a – b) = a2 – b2

तमु्ही ह ेनित्य समीकरण शोधा पाहु 5 (i) मध्ये यापरू्वी पाहिलेले आह.े

 	98 × 102 आणि 45 × 55 सोडविण्यासाठी नित्य समीकरण 1C चा उपयोग करा. 	
प्रयत्न करा 	(a + b) × (a – b) = a2 – b2  ह ैभौमितीकरित्या दर्शवा.
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सचूना: a b

जेव्हा हा तकुडा काढून टाकला 
तर आम्हाला काय मिळते?

a

b

श्रीधराचार्य (इ.स. 750) यांनी नित्य समीकरण 1C चा वापर करुन संख्यांच े वर्ग जलद काढण्याची एक 
मनोरंजक पध्दत दिली होती. या नित्य समीकरणाच ेखालील सधुारीत स्वरुप म्हणनू विचारात घ्या. 

a2 = (a + b) (a – b) + b2 

 	ह ेनित्य समीकरण सत्य का आह?े

आता, उदाहरणार्थ a = 31 आणि b = 1 घऊेन 312  काढू शकतो. 

          312  = (31 + 1) (31 – 1) + 12

 = 32 × 30 + 1
				                 = 961

a = 197 आणि b = 3 घऊेन 1972 काढू शकतो. 

    1972  = (197 + 3) (197 – 3) + 32

             = 200 × 194 + 9

 = 38809

 	शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 (a-b)² किं वा (b - a)2 कोणते मोठे आह े? तमुच्या उत्तरांच ेसमर्थन करा.

2. 	 100 ह ेदोन वर्गांच्या वजाबाकीच्या स्वरुपात दर्शवा. (व्यक्त करा.)

3. 	 तमु्ही अभ्यासलेल्या नित्य समीकरणांचा उपयोग करून 4062, 722, 1452, 10972 आणि 1242 काढा.

गणिती बोल
4. 	 1 आणि 2 ह ेनमनेु फक्त मोजसंख्यांसाठीच लाग ूआहते का ? ते ऋण परू्णांकासाठी दखेील लाग ु 

पडतात का ? अपरू्णांकांबद्दल काय आह े? तमुच्या उत्तराच ेसमर्थन करा.
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6.3  चूक लक्षात घ्या, चूक सधुारा. [Mind the mistake, Mend the mistake]

आम्ही खाली कांही बैजिक पदावल्या त्यांच्या सर्वात सोप्या स्वरुपात विस्तार आणि सलुभीकरणाने दिल्या 
आहते.

(i) 	 प्रत्येक सलुभीकरण तपासा आणि जर तेथे चकू आह ेका ते पहा.

(ii) 	 जर चकू असेल तर काय चकू झाली आह ेत्याच ेवर्णन करण्याचा प्रयत्न करा.

(iii) 	नंतर बरोबर पदावली लिहा.

   –3p (–5p + 2q)
= –3p + 5p – 2q
= p – 2q

1

   2(x – 1) + 3 (x + 4)
= 2x – 1 + 3x + 4
= 5x + 3

2

   y + 2 (y + 2)
= (y + 2)2

= y2 + 4y + 4

3

   (5m + 6n)2

= 25m2 + 36n2

4

   (– q + 2)2

= q2 – 4q + 4

5

   3a (2b × 3c)
= 6ab × 9ac
= 54a2bc

6

   
1
2 (10s – 6) + 3

= 5s – 3 + 3
= 5s

7

   5w2 + 6w
= 11w2

8

   2a3 + 3a3 + 6a2b
   + 6ab2

= 5a3 + 12a2b2

9

   (a + 2) (b + 4)
= ab + 8

   ab2 + a2b + a2b2

= ab (a + b + ab)

    (x + 2)(x + 5)
= (x + 2)x + (x + 2)5
= x2 + 2x + 5x +10
= x2 + 7x + 10

10 11 12

6.4 हा मार्ग किंव ा तो मार्ग, सर्व मार्ग उपसागराकडे जातात 
      [This way or that Way, All ways lead to the Bay] 	

खालील आकृतीतील नमनु्याच ेनिरीक्षण करा. क्रमातील पढुील आकृती काढा. त्यात किती वर्तुळे आहते ? 
पायरी 10 मध्ये एकुण किती वर्तुळे आहते ? पायरी K मधील वर्तुळांच्या संख्येसाठी पदावली लिहा. 

गणिती बोल
1                        2                             3            

. . . . . .
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या नमनु्याचा अर्थ लावण्याच ेतेथे अनेक प्रकार आहते. येथे कांही शक्यता आहते.

पायरी 1                 पायरी 2                         पायरी 3                          पायरी 4             . . .            पायरी k           

   22 – 1
= (1 + 1)2 – 1

   32 – 1
= (2 + 1)2 – 1

   42 – 1
= (3 + 1)2 – 1

   52 – 1
= (4 + 1)2 – 1 (k + 1)2 – 1. . . 

पध्दत 1

. . . 

पायरी 1                 पायरी 2                         पायरी 3                          पायरी 4             . . .            पायरी k    

   1 + 2 × 1
= 12 + 2 × 1

   22 + 2 × 2
= 22 + 2 × 2 . . . 

पध्दत 2

   32 + 2 × 3
= 32 + 2 × 3

   42 + 2 × 4
= 42 + 2 × 4 k2 + 2 × k

. . . 

   1 × 2 + 1
= 1 × (1 + 1) + 1

पध्दत 3

   2 × 3 + 2
= 2 × (2 + 1) + 2

   3 × 4 + 3
= 3 × (3 + 1) + 3

   4 × 5 + 4
= 4 × (4 + 1) + 4

k × (k + 1) + k

पायरी 1                 पायरी 2                         पायरी 3                          पायरी 4             . . .            पायरी k    

. . . 

. . . 
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   1 × 3
= 1 × (1 + 2) . . . 

पध्दत 4

   2 × 4
= 2 × (2 + 2)

   3 × 5
= 3 × (3 + 2)

   4 × 6
= 4 × (4 + 2) k × (k+2)

. . . 

पायरी 1                 पायरी 2                         पायरी 3                          पायरी 4             . . .            पायरी k      

तमुची पध्दत यापैकी कोणत्या पायरीशी जळुते का किं वा ती वेगळी आह े? आपण ओळखलेली प्रत्येक 
पदावली वेगळी दिसते, परंत ु खरोखरच ती वेगळी आह े ? ती एकाच नमनु्याच े वर्णन करीत असल्याने ती सर्व 
सारखीच असली पाहिजेत. प्रत्येक पदावलीच ेसलुभीकरण करा आणि शोधा.

         (k + 1)2 – 1  
= k2 + 1 + 2k – 1

= k2 + 2k

k2 + 2 × k
= k2 + 2k

k × (k + 1) + k
    = k2 + k + k
        = k2 + 2k

  k × (k + 2)
= k2 + 2k

जर आपण योग्यप्रकारे केल्यावर सर्व पध्दती समान उत्तर K² + 2k ह ेदतेात. या नमनु्याच्या पायरी k मधील 
वर्तुळांची संख्या k² + 2k ही पदावली दतेे. 

गणितामध्ये एका नमनु्याकडे पाहण्याच ेअनेक मार्ग असतात आणि त्याच समस्येकडे जाण्याच े
आणि सोडविण्याच ेवेगवेगळे मार्ग असतात. असे मार्ग शोधण्यासाठी अनेकदा मो�ा प्रमाणात 
सर्जनशीलता आणि कल्पनाशक्तीची आवश्यकता असते ! जरी एक किं वा दोन मार्ग तमुच ेआवडते 
अस ूशकतात, तरी इतर मार्गांचा शोध घणे ेदखेील मनोरंजक आणि समधृ्द करणारे अस ूशकते.

 	पायरी 15 मधील वर्तुळांची संख्या काढण्यासाठी या सतू्राचा उपयोग करा.

 	खालील चित्रातील चौरस फरशीपासनू बनविलेला नमनूा विचारात घ्या.
1                                  2                                    3            

. . . . . .
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	 प्रत्येक आकृतीमध्ये किती चौरसाकृती फरशा आहते ?

	 क्रमाच्या पायरी 4 मध्ये किती चौरसाकृती फरशा आहते ? पायरी 10 बद्दल काय आह े?         

गणिती बोल	 पायरी n मधील फरशांच्या संख्येसाठी बैजिक पदावली लिहा. तमुच्या पध्दतीची वर्गात चर्चा 
करा. उत्तर मिळविण्यासाठी एका पेक्षा अधिक पध्दत तमु्ही काढू शकता का ? 

 	खालील आकृतीमधील छायांकीत केलेल्या (आतील) भागाच े क्षेत्रफळ काढा. सर्व चार आयतांची मापे 
सारखीच आहते.

m

n

ताडगंची पध्दतः [Tadang’s method]

बाज ू (m + n) असलेल्या एका चौरसाच्या एकूण भागाच े क्षेत्रफळ ह े
(m+n)2 आह.े

एकूण क्षेत्रफळामधनू आयताच्या चार क्षेत्रफळांची वजाबाकी केल्यास 
आतील छायांकीत भागाच ेक्षेत्रफळ मिळेल.

म्हणजेच (m+n)2 - 4mn

युसफुची पद्धत :

छायांकीत भाग असलेल्या एका चौरसाच्या बाजचूी लांबी (n - m) आह ेम्हणनू त्याच ेक्षेत्रफळ (n - m)2 

आह.े 

आकृती 1

x

y
	 दोन्ही पदावलींचा विस्तार केल्यास (m + n)2– 4mn = (n – m)2 असे तपासा.

 आकृतीमधील तिरकस रेषासह असलेल्या भागाच ेक्षेत्रफळ काढा. सर्व तीन आयतांची 
मापे समान आहते. (आकृती 1)

अनुशाची पध्दत :

आवश्यक क्षेत्रफळ = (ABCD) च ेक्षेत्रफळ - (EFGH) च ेक्षेत्रफळ 

ABCD च ेक्षेत्रफळ = x2

EFGH च ेक्षेत्रफळ = xy

आवश्यक क्षेत्रफळ = x2 - xy
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वैष्णवीची पध्दत : 

QS = y + x + y 
	 = x + 2y

     PQSR च ेक्षेत्रफळ = x(x + 2y)

आवश्यक क्षेत्रफळ = PQSR च ेक्षेत्रफळ - (तीन आयतांच ेक्षेत्रफळ)

		          = x(x + 2y) - 3xy

आदित्यची पध्दत :						            

आवश्यक क्षेत्रफळ ह ेJKLM च्या क्षेत्रफळाच्या दपु्पट आह.े

				    JK = 
x – y

2 , KM = x

(JKML) च ेक्षेत्रफळ = x (x – y
2 )

आवश्यक क्षेत्रफळ = 2 × JKML च ेक्षेत्रफळ 

				    = 2x (x – y
2 )

                           	 = x (x – y)

	 पदावलींचा विस्तार करून सर्व तीन पदावल्या सममलु्य आहते याचा पडताळा करा. जर x = 8 आणि  
Y = 3 तर छायांकीत भागाच ेक्षेत्रफळ काढा.                   			                  

गणिती बोल	 खालील आकृतीमधील तटुक भागाच्या क्षेत्रफळासाठी एक पदावली लिहा. उत्तर 
मिळविण्यासाठी एका पके्षा अधिक पध्दतींचा वापर करा. p = 6, r = 3.5 आणि s = 9 या 
किं मती घ्या आणि क्षेत्रफळ काढा.

r

p

r

s



163163

	 शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 सचुविलेल्या नित्य समीकरणांचा उपयोग करुन यांचा गणुाकार करा.

(i) 	 462 च्या साठी नित्य समीकरण 1A (a+b)² चा उपयोग करून.

(ii) 	 397 × 403 साठी नित्य समीकरण 1C (a+b) (a-b) चा उपयोग करून.

(iii) 	912 च्या साठी नित्य समीकरण 1B (a-b)2 चा उपयोग करून.

(iv) 	43 × 45 साठी नित्य समीकरण 1C (a+b) (a-b) चा उपयोग करुन.

2. 	 खालील प्रत्येक गणुाकार काढण्यासाठी योग्य नित्य समीकरण किं वा वितरण गणुधर्म वापरा.

(i)	 (p – 1) (p + 11)
(ii)	 (3a – 9b) (3a + 9b)

(iii)	 –(2y + 5) (3y + 4)
(iv)	 (6x + 5y)2

(v)	 (2x – 
1
2 )2

(vi)	 (7p) × (3r) × (p + 2)

3. 	 प्रत्येक विधानासाठी योग्य बैजिक पदावल्या ओळखा.

(i) 	 एका संख्येच्या वर्गापेक्षा दोन ने अधिक

   2 + s      (s + 2)2      s2 + 2      s2 + 4      2s2      22s
(ii) दोन क्रमवार संख्यांच्या वर्गांची बेरीज

  m2 + n2		    (m + n)2		  m2 + 1		  m2 + (m + 1)2

  m2 + (m – 1)2	   (m + (m + 1))2 	 (2m)2 + (2m + 1)2

4. 	 एका दिनदर्शिकामध्ये आकृतीत दर्शविल्याप्रमाण ेकोणत्याही 2 × 2 च्या वर्ग संख्या विचारात घ्या.

रवि सोम मगंळ बधु गरुु शकु्र शनि

1

2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28

फेब्रुवारी
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प्रत्येक कर्णावर असलेल्या संख्यांचा गणुाकार काढा. 4×12=48, 5×11=55. इतर 2×2 चौरसासाठी ह ेकरा.

कर्णाच्या गणुाकाराविषयी तमुच ेनिरीक्षण काय आह े? ह ेका घडते याच ेवर्णन करा. 	    
गणिती बोलसचूना : प्रत्येक  2×2 चौरसातील संख्या अशा लिहा.

a (a + 1)
a + 7 (a + 8)

5. 	 खालील कोणती विधाने सत्य आहते यांचा पडताळा करा.

(i) 	 (k + 1) (k + 2) – (k + 3) ह ेनेहमी 2 असते.

(ii) 	 (2q + 1) (2q – 3) ह े4 च्या पटीत आह.े  

(iii)	 सम संख्यांच ेवर्ग ह े4 च्या पटीत आहते आणि विषम संख्यांच ेवर्ग ह े8 च्या पटीपेक्षा 1 ने अधिक 
आहते.

(iv) 	(6n+2)² - (4n+3)2 ह ेवर्ग संख्येपेक्षा 5 ने कमी आह.े

6. 	 जेव्हा एका संख्येला 7 ने भागल्यास बाकी 3 राहते आणि दसुऱ्या संख्येला जेव्हा 7 ने भागल्यास बाकी 5 
राहते. जेव्हा त्यांची बेरीज, वजाबाकी आणि गणुाकाराला 7 ने भागले असता मिळणारी बाकी काढा.

7. 	 तीन क्रमवार संख्या निवडा, मधल्या संख्येचा वर्ग करा आणि इतर दोन संख्यांचा गणुाकार वजा करा. इतर 
संख्यांच्या सटासह सारखीच पनुरावतृ्ती करा. 

	 तमु्हाला कोणता नमनुा दिसनू येतो ? बैजिक समीकरण म्हणनू ते आम्ही कसे लिहायच े ? सत्य नित्य 
समीकरणाची तपासणी करण्यासाठी समीकरणाच्या दोन्ही बाजूंचा विस्तार करा.

8.	 खालील पायऱ्यांच ेवर्णन करणारी बैजिक पदावली कोणती आह े? कोणत्याही दोन संख्यांची बेरीज करा. दोन 
संख्यांच्या बेरजेच्या निम्म्याने याला गणुा. हा निकाल दोन संख्यांच्या बेरजेच्या वर्गाच्या अर्धा असेल ह ेसिध्द 
करा.

9. 	 कोणते मोठे आह े? परू्ण गणना न करता गणुाकार काढा.

(i) 14 × 26 किं वा 16 × 24

(ii) 25 × 75 किं वा 26 × 74 				 

g2  चौ. फुट g2  चौ. फुट 

w फुट

w फुट

10. 	 धौलीमध्ये एक छोटेसे उद्यान बांधले आह.े आकृतीमध्ये 
आराखडा दर्शविलेला आह.े प्रत्येकी क्षेत्रफळ g2  चौ. फुट 
असलेल्या दोन चौरस भखूडंावर हिरवे आवरण असेल. 
शिल्लक राहिलेले सर्व क्षेत्र ह े w फूट चालण्याचा मार्ग 
असनू त्याला फरशी बसविण ेगरजचे ेआह.े फरशी बसविण े
आवश्यक असलेल्या क्षेत्रफळासाठी पदावली लिहा.
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11.	 खाली दर्शविलेल्या प्रत्येक नमनु्यासाठी

(i) 	 क्रमातील पढुील आकृती काढा.

(ii) 	 पायरी 10 मध्ये किती मलुभतू एकके आहते?

(iii) 	पायरी y मधील मलुभतू एककांच्या संख्येच ेवर्णन करण्यासाठी पदावली लिहा.

पायरी 1 पायरी 2 पायरी 3 पायरी 1 पायरी 2 पायरी 3

�	 प्रत्येकी दोन पद ेअसलेल्या दोन पदावलींच्या गणुाकारासाठी आम्ही वितरण गणुधर्म वाढविला 
आह.े त्याच ेसामान्य रुप (a+b) × (c+d) = ac + ad + bc + bd आह.े

�	 या नित्य समीकरणाच्या कांही विशषे घटना आम्ही पाहिल्या आहते.

yy (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

yy (a – b)2 = a2  – 2ab + b2 

yy (a + b) (a – b) = a2 – b2.

�	आम्ही वेगवेगळ्या नमनु्यांचा विचार केला आणि बीजगणिताचा उपयोग करून त्याच ेआकलन 
कसे करावे याचा शोध घतेला. आम्ही असे पाहिलेले आह ेकी अनेकदा समस्या सोडविण्याच े
आणि एकाच योग्य उत्तराकडे पोहोचण्याच े अनेक मार्ग आहते. सारख्याच समस्येकडे  
जाण्यासाठी आणि समस्या सोडविण्यासाठी वेगवेगळ्या पध्दती काढण े ही एक सर्जनशील 
प्रक्रिया आह.े

सारांश [Summery]
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ही को�ाची वेळ 

नाणे जोडणे

डावीकडे खालील आकृतीत दर्शविल्याप्रमाण े10 नाण्यांची त्रिकोणात रचना करा. एकाच वेळी एक नाण े
हलवनू त्रिकोण उलटा करण ेह ेकार्य आह.े किती हालचाली आवश्यक आहते ? कमीत कमी हालचालींची 
संख्या किती आह े?

3 नाण्यांचा एक त्रिकोण एकाच हालचालीने उलटा (वरून खाली वळविला) करता येतो आणि 2 नाणी 
हलवनू 6 नाण्यांचा एक त्रिकोण उलटा करता येतो. 

10 नाण्यांचा त्रिकोण फक्त 3 हालचालीनी उलटवता येतो. तमु्हाला ते कसे करायच ेह ेसमजले का ? 15 
नाणी असलेल्या पढुील मो�ा त्रिकोणाला उलटविण्यासाठी आवश्यक असलेल्या किमान शक्य हालचालीची 
संख्या काढा. मो�ा त्रिकोणी संख्यांसाठीही याचा प्रयत्न करा.

अशा कोणत्याही त्रिकोणी मांडणीसाठी नाण्यांच्या हालचालीची किमान संख्या मोजण्याचा एक सोपा 
प्रकार आवश्यक आह ेका ?
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प्रमाणित तर्क -17

7.1 बदलातील समरूपतेचे निरीक्षण [Observing similarity in change]

आम्ही सर्वजण संख्यात्मक प्रतिमाशी परिचित आहोत. आपण अनेकदा आपल्या गरजेनसुार या प्रतिमाचा 
आकार आणि दिशा बदलतो. खालील प्रतिमांचा सट पाहा.

प्रतिमा A

प्रतिमा D प्रतिमा E

प्रतिमा B प्रतिमा C

आम्हाला असे दिसनू येते की सर्व प्रतिमा वेगवेगळ्या आकाराच्या आहते.

  	 कोणत्या प्रतिमा सारख्याच दिसतात आणि कोणत्या वेगवेगळ्या दिसतात ? 

	 प्रतिमा (A, C आणि D) सारख्याच दिसतात तरी सदु्धा त्यांच ेआकार वेगवेगळे आहते.

(Proportional Reasoning-1)
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 	 B आणि E या प्रतिमा इतर तीन प्रतिमासारख्या दिसतात का ? नाही, त्या किचीत वेगळ्या आहते. प्रतिमा B 
मध य्े वाघ लांबट दिसतो आणि E मध य्े दाबलेला आणि जाड दिसतो. 

 	 का?

तमुच्या कदाचित लक्षात आले असेलच की A, C आणि D या प्रतिमा आयताकृती आहते परंत ुE प्रतिमा 
चौरसाकृती आह.े त्यामळेुच कदाचित E वेगळी दिसते. परंत ु B सधु्दा एक आयत आह!े ह े इतर आयताकृती 
प्रतिमापेक्षा वेगळे का दिसते? 

गणिती बोल
या प्रश्राच े उत्तर दणे्यासाठी कोणत्याही नमनु्याच े तमु्ही निरीक्षण करु शकता ? कदाचित 

आयताच ेमोजमाप घऊेन ?

प्रतिमा जाडी (मि.मी. मध य्े) उंची (मि.मी. मध य्े)

प्रतिमा A 60 40

प्रतिमा B 40 20

प्रतिमा C 30 20

प्रतिमा D 90 60

प्रतिमा E 60 60

  	काय केल्यामळेु A, C आणि D या प्रतिमा सारख्याच आणि B आणि E या वेगळ्या प्रतिमा दिसतील?

जेव्हा आम्ही प्रतिमा A ची प्रतिमा C शी तलुना करतो तेव्हा आम्हाला असे दिसनू येते की C ची जाडी 
ही A च्या निम्मी आह.े उंची ही सधु्दा A च्या निम्मी आह.े या घटनेमध य्े जाडी आणि उंची ही दोन्ही सारख्याच  
अवयवाने (गणुाकाराद्वार) 12 अशी बदलली आह.े जाडी आणि उंची ही सारख्याच अवयवाने बदलल्याने प्रतिमा 
सारख्याच दिसतात.

जेव्हा आपण प्रतिमा A ची प्रतिमा B शी तलुना करतो तेव्हा आम्हाला असे दिसनू येते की, B ची जाडी ही 
A च्या जाडीपेक्षा 20 मिली मीटरने (मि. मी.) ने कमी आह.े उंची सदु्धा A च्या उंचीपेक्षा 20 मि.मी. ने कमी आह.े 
जरी फरक (वजाबाकीद्वार) समान असला तरी प्रतिमा वेगळ्या दिसतात. रुं दी (जाडी) आणि उंची एकाच अवयवाने 
बदलली आह ेका ? B ची उंची ही A च्या उंचीपेक्षा निम्मी आह.े परंत ुB ची जाडी ही A च्या जाडीपेक्षा निम्मी 
नाही. म्हणनू जाडी आणि उंची ही एकाच अवयवाने बदललेली नसल्यामळेु प्रतिमा वेगवेगळ्या दिसतात.

 	 प्रतिमा A च्या तलुनेत प्रतिमा D ची जाडी आणि उंची कोणत्या अवयवानी बदलते ते तमु्ही तपास ूशकता  
का ? त्यांच ेघटक समान आहते का ?

प्रतिमा A, C आणि D सारख्याच दिसतात कारण त्यांची जाडी आणि उंची ही एकाच अवयवाने बदलली 
आह.े आम्ही असे सांगतो की त्यांच ेरुं दी आणि उंचीमधील बदल प्रमाणात आहते.
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7.2 गुणोत्तरे : [Ratios]

गणितामध य्े अशा प्रमाणबध्द / प्रमाणातील संबंधाच ेप्रतिनिधीत्व करण्यासाठी आपण गुणोत्तराची संकल्पना 
वापरतो.

आम्ही असे म्हण ूशकतो की प्रतिमा A च्या जाडीच ेउंचीशी असणार गणुोत्तर 60 : 40 आह.े

60 आणि 40 या सखं्यांना गणुोत्तराची पदे असे म्हणतात.

प्रतिमा C च्या जाडीच ेउंचीशी असणार गणुोत्तर 30 : 20 आणि प्रतिमा D च ेगणुोत्तर 90 : 60 आह.े

a : b या स्वरुपातील गणुोत्तरामध य्े आपण असे म्हण ुशकतो की पहिल्या राशीच्या प्रत य्ेक ‘a’ एककासाठी 
दसुऱ्या राशीची ‘b’  एकके तेथे असतात.

म्हणनू प्रतिमा A मध य्े आम्ही असे म्हण ूशकतो की प्रत य्ेक 60 मि. मी. च्या रुं दीसाठी (जाडीसाठी) तेथे 40 
मि.मी. ची उंची आह.े

आम्ही असे सांग ूशकतो की प्रतिमा A, C आणि D च्या जाडीची उंचीशी असणारी गणुोत्तरे प्रमाणात आहते 
कारण या गणुोत्तराची पद ेसारख्याच अवयवाने बदललेली आहते. कसे ते आता पाहया.

प्रतिमा A — 60 : 40

दोन्ही पदांना  12  ने गणुल्यास आम्हाला मिळते,

60 × 12  : 40 × 12 

जे 30 : 20 असनू प्रतिमा C च्या जाडीच ेउंचीशी असणार गणुोत्तर होय.

 	90 : 60 (प्रतिमा D) मिळविण्यासाठी 60 : 40 (प्रतिमा A) च्या गणुोत्तराला कोणत्या अवयवाने आम्ही 
गणुले पाहिजे ?  

गणुोत्तरे प्रमाणात आहते की नाहीत याची तलुना करण्याचा एक अधिक पद्धतशीर मार्ग म्हणजे त्यांना त्यांच्या 
सर्वात साध्या रुपात आणण ेआणि ही सर्वात सोपी रुपे समान आहते का ते पाहण ेह ेहोय.

7.3 साध्या रुपातील गुणोत्तरे [Ratios in their simplest form]

पदांना त्यांच्या म. सा. वि. ने भागनू आपण गणुोत्तराना त्यांच्या सर्वात साध्या रुपात लिह शकतो.

प्रतिमा A मधील पद े60 आणि 40 आहते. 60 आणि 40 चा म. सा. वि. किती आह े? तो 20 आह.े पदांना 
20 ने भागल्यास आम्हाला प्रतिमा A च ेसर्वात साध ेरुप 3 : 2 ह ेमिळते.

प्रतिमा D च ेगणुोत्तर 90 : 60 आह.े दोन्ही पदांना 30 ने भागल्यास (90 आणि 60 चा म.सा.वि.)

आम्हाला 3 : 2 ह ेसर्वात साध ेरूप मिळते म्हणनू प्रतिमा A आणि D ची गणुोत्तरे दखेील प्रमाणात आहते.
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प्रतिमा B आणि E च्या गणुोत्तराच ेसर्वात साध ेरूप कोणते आह े? 

प्रतिमा B च ेगणुोत्तर 40 : 20 आह,े त्याच्या साध्या रुपात ते 2 : 1 आह.े प्रतिमा E च ेगणुोत्तर 60 : 60 आह,े 
त्याच्या साध्या रुपात ते 1 : 1 आह.े

ही गणुोत्तरे 3 : 2 सारखी समान नाहीत. म्हणनू आपण असे म्हण ूशकतो की प्रतिमा B आणि E च्या जाडीच े
उंचीशी गणुोत्तर ह ेप्रतिमा A, C आणि D च्या गणुोत्तराच्या प्रमाणात नाहीत.

जेव्हा दोन गणुोत्तरे त्यांच्या साध्या रुपात समान असतात तेव्हा आपण असे म्हणतो की गणुोत्तरे प्रमाणात 
आहते किवा गणुोत्तरे प्रमाणबध्द आहते. प्रमाणात आहते ह ेदर्शविण्यासाठी आम्ही '::' ह ेसंकेत वापरतो.
म्हणनू a:b :: c:d ह ेअसे दर्शवित की गणुोत्तरे a:b आणि c:d ही प्रमाणात आहते. 

अशाप्रकार 60 : 40  ::  30 : 20 आणि 60 : 40  ::  90 : 60

7.4 प्रमाणबद्ध तर्कासह समस्या सोडविण [Problem solving with proportional 
reasoning] 

  उदाहरण 1:     3 : 4 आणि 72 : 96 ही गणुोत्तरे प्रमाणात आहते का ? 3 : 4 ह ेयापरू्वीच त्याच्या साध्या  
	      रूपात आहते.

			        72 : 96 च ेसाध ेरूप काढण्यासाठी आम्ही दोन्ही पदांना त्याच्या म. सा. वि. ने भागण ेगरजेच े 
		      आह.े

 	 72 आणि 96 चा म. सा.  वि. किती ?

72 आणि 96 चा म. सा. वि. 24 आह.े दोन्ही पदांना 24 ने भागल्यास आम्हाला 3:4 ह ेमिळते. म्हणनू त्यांच्या 
साध्या रुपातील दोन्ही गणुोत्तरे समान आहते म्हणनू ती प्रमाणात आहते.

  उदाहरण 2:    केसंगला एका उत्सवासाठी लिब ूपाणी बनवायच ेआह.े तिने एका भां�ात 6 पेले लिब ूपाणी 
बनविले आणि त्या पयेामध य्े 10 चमच ेसाखर घातली. तिच्या वडीलांना या उत्सवात जास्त लोक 
सामील होतील अशी अपेक्षा आह.े म्हणनू त्यांनी तिला आणखी 18 पेले लिब ू पाणी बनविण्यास 
सांगितले.

 	लि ब ूपाणी सारख्याच गोडव्याच ेबनविण्यासाठी तिने किती चमच ेसाखर घातली पाहिजे ?

तोच गोडवा टिकवनू ठेवण्यासाठी लिब ुपाण्यांच्या पेल्यांच्या संख य्ेच े
साखरेच्या चमच्यांच्या संख य्ेशी गणुोत्तर ह ेप्रमाणात असले पाहिजे. 6 पेले 
लिब ूपाण्यासाठी तिने 10 चमच ेसाखर घातली आह.े

लिब ूपाण्याच्या पेल्यांच ेसाखरेच्या चमच्यांशी असलेले गणुोत्तर 6:10 
आह.े जर तिला 18 पेले लिब ु पाणी अधिक बनविण्याच े असेल तर तिने 
किती चमच ेसाखर वापरावी ? आम्ही ही समस्या या नमनु्यात लिह शकतो.   
6 : 10 : : 18 : ?
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आपल्याला माहित आह ेकी गणुोत्तरे प्रमाणात होण्यासाठी गणुोत्तरातील प्रत य्ेक पदाला सारख्याच अवयवात 
बदलले पाहिजे.

 	 गणुोत्तरातील बदलाचा अवयव आम्ही कसा काढू शकतो ?

पहिल्या पदाची संख्या 6 वरून 18 झाली आह.े बदलाचा अवयव काढण्यासाठी आम्ही 18 ला 6 ने भाग 
दऊेन 3 मिळव ूशकतो.

दसुरे पद सधु्दा सारख्याच अवयवाने बदलले पाहिजे. जेव्हा 10 ह े3 च्या अवयवाने वाढविल्यास ते 30 होते.

अशाप्रकार 6:10 :: 18:30

म्हणनू परू्वीप्रमाणचे सारख्याच गोडव्याच े18 पेले लिब ुपाणी बनविण्यासाठी तिने 30 चमच ेसाखर वापरली 
पाहिजे. 

  उदाहरण 3:	नितीन आणि हरी ह ेत्यांच्या घराभोवती एक संरक्षक भितं बांधत होते. नितीन 60 फुट लांबीची  
	 लांब बाज ूबांधत होता आणि हरी 40 फूट लांबीची लहान बाज ूबांधत होता. नितीनने सिमेंटच्या  
	 3 पिशव्या वापरल्या परंत ुहरीने फक्त सिमेंटच्या 2 पिशव्या वापरल्या आहते. नितीनला काळजी  
	वा टत होती की हरीने बांधलेली भितं त्याने बांधलेल्या भितंी इतकी मजबतू होणार नाही कारण  
	 त्याने कमी सिमेंट वापरले आह.े

 	निती न त्याच्या विचाराने बरोबर आह ेका ?

नितीन आणि हरी याच्या बाबतीत आम्ही भितंीच्या लांबीच ेगणुोत्तर ह ेत्यांच्यापैकी प्रत य्ेकाने वापरलेल्या 
सिमेंटच्या पिशव्यांशी तलुना करून ते प्रमाणात आहते का ते पाहिले पाहिजे.

नितीनच्या बाबतीतील गणुोत्तर ह े60:3 म्हणजेच 20:1 (त्याच्या साध्या रुपात)

हरीच्या बाबतीतील गणुोत्तर ह े40:2 म्हणजचे 20:1 (त्याच्या साध्या रुपात)

म्हणनू दोन्ही गणुोत्तरे प्रमाणात असल्याने भितंी सारख्याच मजबतू आहते. नितीनने काळजी करू नये.

  उदाहरण 4:    माझ्या शाळेमध य्े 5 शिक्षक आणि 170 विद्यार्थी आहते. माझ्या शाळेतील शिक्षकांच ेविद्यार्थ्यांशी  
	 असलेले गणुोत्तर 5:170 आह.े तमुच्या शाळेतील शिक्षकांची आणि विद्यार्थ्यांची संख्या मोजा.  
	त मुच्या शाळेतील शिक्षकांच ेविद्यार्थ्यांशी असलेले गणुोत्तर किती आह े? ते खाली लिहा.

______ : ______

	 तमुच्या शाळेतील शिक्षक विद्यार्थी गणुोत्तर ह ेमाझ्या शाळेतील गणुोत्तराच्या प्रमाणात आह ेका ?

  उदाहरण 5:	तमुच्या वर्ग खोलीतील काळ्या फलकाची जाडी आणि उंची (नजिकच्या सें. मी. मध य्े) मोजा.  
	 काळ्या फलकाच्या जाडीच ेउंचीशी असणार गणुोत्तर किती आह े?

______ : ______
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 	 काळ्या फलकाची जाडी आणि उंचीच्या गणुोत्तराशी प्रमाणात असणारा एक आयत तमुच्या वहीत तमु्ही काढू 
शकता का ?

गणिती बोल 	त मु्ही काढलेल्या आयताची तमुच्या वर्ग मित्रांनी काढलेल्या आयताशी तलुना करा. ते सर्व 
सारख ेदिसतात का ? 

शिक्षकांना सचूना : विद्यार्थ्यांना संबंधित अशी अधिक उदाहरण ेद्या आणि त्यांना ते बरोबर का वाटतात 
याची कारण ेविचारा. या समस्यांशी गुंतवनू निगडीत राहण ेआणि प्रमाणबद्ध तर्क  प्रक्रियेद्वार उपाय शोधण ेह े
शिकणाच्या प्रक्रिया आणि समस्या सोडविण्याच्या पध्दतीसोबत असले पाहिजे.

  उदाहरण 6:	जेव्हा निलीमा 3 वर्षाची होती तेव्हा तिच्या आईच ेवय तिच्या वयाच्या 10 पट होते. निलीमाच्या  
	वयाच  ेतिच्या आईच्या वयाशी असलेले गणुोत्तर किती आह े? जेव्हा  निलीमाच ेवय 12 वर्षे  
	 असताना  त्यांच्या वयाच ेगणुोत्तर किती असेल ? ते सारखचे राहील का ? जेव्हा निलीमाच ेवय  
	 3 वर्षे असताना निलीमाच्या वयाच ेतिच्या आईच्या वयाशी असणार गणुोत्तर 3:30 आह.े (तिच्या  
	 आईच ेवय ह ेनिलीमाच्या वयाच्या 10 पट आह.े) साध्या रुपात ते 1:10 आह.े 

जेव्हा निलीमाच ेवय 12 वर्षे असताना (म्हणजचे 9 वर्षानंतर) त्यांच्या वयाच ेगणुोत्तर 12:39 होईल. (9 
वर्षानंतर तिच्या आईच ेवय 39 वर्षे होईल)  साध्या रुपात ते 4:13 आह.े

जेव्हा आम्ही गणुोत्तराच्या पदामध य्े तीच संख्या मिळवितो (किवा वजा करतो) तेव्हा गणुोत्तर बदलते आणि 
ते मळू गणुोत्तराच्या प्रमाणात नसते.

  उदाहरण 7:	खालील गणुोत्तराच्या 14:21 ला प्रमाणात असणाऱ्या गाळलेल्या संख्या भरा.

______ : 42      6 : ______       2 : ______

पहिल्या गणुोत्तरात आम्हाला पहिले पद माहित नाही. परंत ुदसुरे पद 42 
आह.े ते 14:21 या गणुोत्तराच्या दसुऱ्या पदाच्या 2 पट आह.े म्हणनू पहिले पद 
ह ेसदु्धा 14 (पहिल्या पदाच्या) च्या 2 पट आह.े म्हणनू प्रमाणातील गणुोत्तर ह े
28:42 आह.े

दसुऱ्या गणुोत्तरासाठी पहिले पद 6 आह.े

 	 6 मिळविण्यासाठी 14 ला कोणत्या अवयवाने आम्ही गणुले पाहिजे ? ते 
परू्णांक अस ूशकते का ? किवा ते अपरू्णांक अस ूशकतात का ?

आम्ही ह े14y = 6 असे नमनु्यात लिह शकतो. म्हणनू y = 6
14 = 37  म्हणनू आम्ही 21 ला सधु्दा (14:21 च े

दसुरे पद) सारख्याच  37 या अवयवाने गणुण ेगरजेच ेआह.े 21× 37 ह े9 आह.े म्हणनू गणुोत्तर ह े6:9 आह.े

तिसऱ्या गणुोत्तरातील पहिले पद 2 आह.े 

14:21

× 2=?
× 2

:42______ 
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आम्हाला असे दिसनू येते की जेव्हा आम्ही 14 ला (14:21 च ेपहिले पद) 7 ने भागल्यास (14 आणि 21चा 
म. सा. वि.) आम्हाला 2 मिळते. 

जर आम्ही 21 ला सधु्दा 7 ने भागल्यास आम्हाला 3 मिळते म्हणनू गणुोत्तर ह े2:3 आह.े

गाळलेली कॉफी! [Filter Coffee!]

गाळलेली कॉफी ही दधुात कॉफीचा काढा मिसळून बन‌विलेले पेय आह.े 
मजंनूाथ त्याच्या कॉफी दकुानमध य्े साधारणपण े15 मि.ली. कॉफीचा काढा 35 
मि.ली. दधुात मिसळून एक कप गाळलेली कॉफी बनवितो. 

या घटनेमध य्े आम्ही असे म्हण ूशकतो की कॉफीच्या का�ाच ेदधुाशी 
असलेले गणुोत्तर 15:35 आह.े जर ग्राहकांना ‘अधिक मजबतू’ गाळलेली कॉफी 
हवी असेल तर मजंनुाथ 20 मि.ली. काढा हा 30 मि.ली. दधुात मिसळतो. येथे 
गणुोत्तर 20:30 आह.े

  	ही कॉफी अधिक ‘तीव्र’  का आह?े			 

गणिती बोलआणि जेव्हा त्यांना ‘सौम्य’ गाळलेली कॉफी हवी असते तेव्हा तो 10 मि. ली. कॉफी आणि  
40 मि. ली. दधू मिसळतो त्यामळेु गणुोत्तर 10:40 होते.

  	ही कॉफी सौम्य’ का आह?े 							            
गणिती बोल

खालील कोष्टक ह ेमजंनुाथ कॉफीचा काढा दधुाशी कसा मिसळतो ह ेवेगवेगळ्या गणुोत्तराने दर्शविले आह.े 
नेहमीच्या कॉफीपेक्षा जर कॉफी तीव्र किवा सौम्य असेल तर शेवटचा स्तंभ लिहा.

कॉफीचा काढा (मि. ली. मध य्े) दूध (मि. ली. मध य्े) नेहमी प्रमाणे /तीव्र / सौम्य

300 600

150 500

200 400

24 56

100 300
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  शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 सत्य असलेली खालील विधाने वर्तुळांकीत करा.

	 (i)	 4 : 7 :: 12 : 21	 (ii)	 8 : 3 :: 24 : 6
	 (iii)	 7 : 12 :: 12 : 7	 (iv)	 21 : 6 :: 35 : 10
	 (v)	 12 : 18 :: 28 : 12	 (vi)	 24 : 8 :: 9 : 3

2. 	 4:9 शी प्रमाणात असणारी 3 गणुोत्तरे लिहा.

______ : ______      ______ : ______      ______ : ______  

3. 	 18:24 शी प्रमाणात असणाऱ्या या गणुोत्तराच्या गाळलेल्या संख्या भरा.

3 : ______    12 : ______    20 : ______    27 : ______

4. 	 खालील आयताकडे पहा. कोणते आयत एकमकेांशी समरूप आहते ? तमु्ही मोजपट्टी वापरून रुं दी आणि 
उंची मोजनू त्याचा पडताळा करु शकता आणि त्यांच्या गणुोत्तराची तलुना करु शकता.

D

A

B

C

E

5. 	 खालील आयताकडे पहा. तमुच्या वहीमध य्े रुं दीच्या उंचीशी असलेल्या समान गणुोत्तरासह एक लहान आयत 
आणि एक मोठा आयत काढू शकाल का ? तमुच्या वर्गमित्रांच्या काढलेल्या रेखाचित्रांशी तमु्ही काढलेल्या 
आयताची तलुना करा.								           

गणिती बोलते सर्व सारखचे आहते का ? जर ते तमु्ही काढलेल्या आयतापेक्षा वेगळे असतील तर का याचा 
तमु्ही विचार कराल का ? ते चकुीच ेआहते का ?
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6. 	 खालील आकृतीमध य्े रंगीत विटांनी बनविलेल्या नमनु्यासह एका लांब विटांच्या भितंीचा एक छोटासा भाग 
दर्शविलेला आह.े प्रत य्ेक भितंीवर संपरू्ण भितंीवरती हाच नमनुा चाल ूराहतो. कर�ा (राखाडी) विटांची रंगीत 
विटांशी असलेले गणुोत्तर किती आह?े गणुोत्तराना त्यांच्या साध्या रुपात लिहीण्याचा / दणे्याचा प्रयत्न करा.

(a)

(b)

7. 	 आम्ही कांही मानवी आकृत्या काढू‌या. तमुच्या मित्राच े शरिर मोजा त्याच्या डोक्याची, धडाची, हाताची 
आणि पायाची लांबी मोजा. खाली सांगितलेल्या गणुोत्तरानसुार लिहा.

       	

	  डोळे    :   धड

	 _____ :  _____

	   धड    :   हात

     _____ :  _____

	   धड    :   पाय

	 _____ :  _____		
	

               

आता वरील‌प्र‌माण ेसममलू्य गणुोत्तरे असलेल्या डोके, धड, हात आणि पाय यांची आकृती काढा.

 	जर गणुोत्तरे प्रमाणबध्द असतील तर रेखाचित्र अधिक वास्तववादी दिसते का ? का ? का नाही ? 
गणिती बोल

शिक्षकांना सचूना : या सर्व कृतीमध य्े विद्यार्थ्यांना त्यांची रेखाचित्रे प्रमाणात का आहते याच े
कारण सांगण्यास प्रोत्साहीत करा.

त्रैरासिका - तीनचा नियमः [Trairasika—The rule of three]

  उदाहरण 8:	120 विद्यार्थी असलेल्या एका शाळेमध य्े मध्यान्ह भोजनासाठी स्वयपाकी सहसा 15 कि.ग्रॅ.  
	ता दळू वापरतात. (बनवितात.) पावसाळ्याच्या  एका  दिवशी  फक्त 80 विद्यार्थी शाळेला आले  
	 आहते. अन्न वाया जाऊ नये म्हणनू स्वयपाक्याने किती किलो तांदळू बनविला पाहिजे ?

विद्यार्थ्यांच्या संख य्ेच ेतादळाच्या प्रमाणाशी असलेले गणुोत्तर प्रमाणात असण ेगरजचे ेआह.े
				    म्हणनू  120 : 15 :: 80 : ?



176176

 	 पहिल्या पदातील बदलाचा अवयव किती आह े? 

	 पदांना भागनू आम्ही ते काढू शकतो.  
80

120  = 
2
3  विद्यार्थ्यांची संख्या 

2
3 या एका अवयवाने संक्षिप्त रुपात होते.

त्याच अवयवाने तादळाच्या वजनाला गणुल्यास आम्हाला 15 × 
2
3  = 10 मिळते.

म्हणनू स्वयपाक्याने त्या दिवशी 10 कि. ग्रॅ. तांदळू बनविला पाहिजे.

वरील परिस्थिती ही अशा समस य्ेच ेएक सामान्य उदाहरण आह ेजिथे आम्हाला उकल काढण्यासाठी प्रमाणित 
तर्क  वापरण्याची आवश्यकता आह.े चार राशी प्रमाणात जोडलेल्या असनू त्यापैकी तीन राशी ज्ञात आहते आणि 
आम्हाला चौथी अज्ञात राशी काढावयाची आह.े

अशा समस्या सोडविण्यासाठी आम्ही बैजिक संकेताचा उपयोग करून दोन प्रमाणातील गणुोत्तराची रचना 
करु शकतो.

a : b :: c : d. 

ही दोन्ही गणुोत्तरे प्रमाणात असण्यासाठी आम्हाला माहित आह ेकी पद c ह ेपद a च्या एका म्हणजेच f या 

अवयवाने गणुावे आणि पद d ह ेपद b च्या एका त्याच f या अवयवाने गणुने.

c = f a      ...(1)

d = f b      ...(2)

(1) आणि (2) वरून आम्ही असे सांग ूशकतो की 

f =  
c
a   आणि f = 

d
b  

म्हणनू 
c
a  = 

d
b

दोन्ही बाजूंना ab ने गणुल्यास आम्हाला मिळते, 

ab × 
c
a   = ab × 

d
b  

a b × 
c
a   = ab  × 

d
b  

bc = ad  किवा  ad = bc

अशाप्रकार जेव्हा a : b :: c : d, तेव्हा ad = bc याला पदांचा तिरकस गणुाकार असे म्हणतात.

म्हणनू ad=bc आम्ही असे दर्शवितो की,

d = 
bc
a  
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जेव्हा तिरकस गणुाकार केला असता जर त्यांची पद ेसमान असतील तर दोन गणुोत्तरे प्रमाणात असतात. 
अशा तिरकस गणुाकाराद्वार चौथी अज्ञात राशी काढता येऊ शकते.

प्राचीन भारतात आर्यभट्ट (इ. स. 199) आणि इतरानी अशा प्रकारच्या प्रमाणाच्या समस्यांना तीन समस्यांचा 
नियम असे म्हटले होते. तेथे 3 संख्या प्रमाण (आमच्या बाबतीत माप 'a'). फल (आमच्या बाबतीत फल 'b' आणि 
इच्छा (आमच्या बाबतीत मागणी 'c') दिलेल्या आहते. इच्छा फल काढण्यासाठी (आमच्या बाबतीत उत्पन्न 'd') 
आर्यभट्ट म्हणतात की,

“फलाला इच्छाने गणुा आणि परिणामी गणुाकाराला प्रमाणाने भागा.”

दसुऱ्या शब्दात आर्यभट्ट म्हणतात की

“प्रमाण : फल  : :  इच्छा : इच्छा फल” म्हणनू

प्रमाण × इच्छा फल = फल × इच्छा

अशाप्रकार

इच्छा फल = 
फल × इच्छा

प्रमाण

आर्यभट्ट यानी प्रस्तापित केलेल्या तिरकस गणुाकार पध्दतीचा प्राचीन भारतीयानी प्रमाणातील समाविष्ट 
गुंतागुंतीच्या समस्या सोडविल्या.

  उदाहरण 9: एक कार 90 कि. मी. अतंर 150 मिनिटात प्रवास करत. जर ती त्याच / सारख्याच वेगाने प्रवास  
	 करीत राहिली तर 4 तासात ती किती अतंर आक्रमित ?

जर ती कार सारख्याच वेगाने प्रवास करीत राहिली तर लागणाऱ्या वेळेच ेगणुोत्तर ह ेकापलेल्या अतंराच्या 
गणुोत्तराशी प्रमाणात असले पाहिजे.

150 : 90 :: 4 : ?

  	प्रश्न तयार करण्याचा हा योग्य / बरोबर मार्ग आह ेका ? 

	 नाही, कारण 150 ह ेमिनिटात आह ेपरंत ु4 ह ेतासामध य्े आह.े दसुऱ्या गणुोत्तरात वेळेसाठी पहिल्या गणुोत्तरा 
प्रमाणचे एकके वापरली पाहिजेत. 4 तास म्हणजे 240 मिनिट असल्याने बरोबर रुप ह ेआह.े

150 : 90 :: 240 : ?

	 240 मिनिटामध य्े आक्रमिलेले अतंर तमु्ही कसे काढू शकाल ? 

	त मुच्या वर्गमित्रांशी चर्चा करा आणि वेगवेगळ्या पद्धती वापरून उत्तर काढा.
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शिक्षकांना सचूना : अतंराची समस्या सोडविण्यासाठी एकच 'पध्दत' दणे्याऐवजी विद्यार्थ्यांना वेगवेगळ्या 
पद्धतीद्वार उत्तर काढण्यासाठी प्रोत्साहीत करा.

ते उत्तर काढण्यासाठी सममलू्य अपरू्णांक आणि सममलू्य गणुोत्तराबद्दलच्या त्यांच्या आकलनाचा  
उपयोग करू शकतात.

आम्ही ह ेप्रमाणात असे लिह शकतो.

150 : 90 :: 240 : x

तिरकस गणुाकाराने आम्हाला मिळते, 

150 × x = 240 × 90

	 म्हणनू,		   	 x = 
240 × 90

150  .

						      48    3
					        = 240  × 90

150   = 144

						         5

						         1

कारने 4 तासात आक्रमिलेले अतंर 144 कि. मी. आह.े

  उदाहरण 10: हिमाचल प्रदशेातील एक लहान शेतकरी 200 ग्रॅम चहा पावडरच ेपाकिट `200 ला प्रत य्ेकी  
	वि कतो. मघेालयातील एक मोठी कंपनी प्रत य्ेकी 1 कि. ग्रॅ. चहाच ेपाकिट `800 ला विकते.  
	 दोन्ही ठिकाणच्या वजनाची किमतीशी असणारी गणुोत्तरे प्रमाणात आहते का ? कोणती चहा  
	 पावडर जास्त महाग आह े?

हिमाचल प्रदशेातील वजनांच ेकिमतीशी असलेले गणुोत्तर 200 : 200 आह.े

मघेालयातील वजनाच ेकिमतीशी असलेले गणुोत्तर किती आह े? ते 1 : 800 आह ेका ? ह ेयोग्य ठरणार नाही 
कारण आम्ही हिमाचलाच्या बाबतीत वजन ह ेग्रॅममध य्े विचारात घतेले. म्हणनू आम्ही मघेालयात नंतर वजन ह े
ग्रॅममध य्े रुपांतरीत केल्यावर वजनाच ेकिमतीशी असलेले गणुोत्तर 1000 : 800 आह.े

जर गणुोत्तरे ही प्रमाणात आहते ह ेतपासण्यासाठी आम्हाला जर दोन्ही गणुोत्तरे त्यांच्या साध्या रुपात सारखीच 
आहते ह ेपाहण ेगरजेच ेआह.े

हिमाचल्याच्या चहाच ेत्याच्या साध्या रुपातील गणुोत्तर 1:1 आह.े

मघेालयाच्या चहाच ेत्याच्या साध्या रुपातील गणुोत्तर 5:4 आह.े

म्हणनू गणुोत्तरे ही प्रमाणात नाहीत.
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	 कोणता चहा अधिक महाग आह े? का ?

शिक्षकांना सचूना : अधिक महाग चहावरील चर्चेसाठी, ते त्यांच्या निष्कर्षावर कसे पोहोचले आणि चहा 
महाग असण्याची कारण ेकाय अस ूशकतात यावर चर्चा करण्यास प्रोत्साहीत करा.

कोणता चहा जास्त महाग आह े या प्रश्नाच े उत्तर दणे्यासाठी आपण दोन्ही ठिकाणच्या समान वजनाच्या 
किमतीची तलुना करु.

मघेालयातील 1 कि.ग्रॅ. चहाची किमत किती आह े? ती `800 आह.े

जर हिमाचलमध य्े 200 ग्रॅम चहाची किमत  `200 असेल तर 1 कि. ग्रॅ. चहाची किमत किती आह े?

1 कि. ग्रॅ. चहाची किमत 'x' रुपये आह ेअसे सांग.ू 200 ग्रॅम ह े1 कि. ग्रॅमच े 
1
5 आह.े 

म्हणनू,     
1
5 × x = 200 

दोन्ही बाजलूा 5 ने गणुल्यास आम्हाला मिळते 

1
5 × x × 5 = 200 × 5
1
5  × x × 5  = 1000

x = 1000

म्हणनू 1 कि. ग्रॅ. चहाची मघेालयातील किमत `800 आणि हिमाचल प्रदशेातील किमत `1000 आह.े

म्हणनू हिमाचल प्रदशेातील चहा हा अधिक महाग आह.े

	क ती 1: तमुचा आवडता पदार्थ घ्या. तमुच्या कुटंुबासाठी हा पदार्थ बनविण्यासाठी आवश्यक असलेले 
सर्व साहित्य आणि त्याच ेप्रमाण काढा. समजा तमु्ही एक सण साजरा करीत आहात आणि तमु्हाला 15 
पाहण्यांना आमतं्रित करावयाच ेआह.े त्यांच्यासाठी सारखाच पदार्थ बन‌विण्यासाठी आवश्यक असलेल्या 
घटकांच ेप्रमाण काढा.

  शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 पथृ्वी एका वर्षात सरू्याभोवती समुार 940 दश लक्ष किलो मीटर प्रवास करत. तर एका आठव�ात ती किती 
किलो मीटर प्रवास करेल ?

2.  	 एक गवंडी आकृतीत दर्शविलेल्या आकाराच ेएक घर बांधत आह.े त्याला दोन खोलीना वेगळ्या करणाऱ्या 
बाहरेील भितंी आणि आतील भितंी बांधण ेगरजेच ेआह.े एक 10 फुटाची भितं बांधण्यासाठी त्याला अदंाजे 
1450 विटा आवश्यक आहते. त्याला घर बांधण्यासाठी किती विटांची आवश्यकता आह े? सर्व भितंी समान 
उंचीच्या आणि जाडीच्या आहते असे समजा.
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12 फुट

15 फूट

9 फूट

9 फूट

6 फूट 		      

गणिती बोल

	 पनुीतच ेवडील 50 कि. मी. / तास या वेगाने मोटार सायकल चालवनू लखनौहुन कानपरूला 2 तासांत गेले 
आहते. जर तो 75 कि. मी. / तास या वेगाने गाडी चालवित असेल तर त्याला कानपरूला 
पोहोचण्यासाठी किती वेळ लागेल ? ही समस्या आम्ही प्रमाणानसुार बनव ूशकतो का ?

50 : 2 :: 75 : __ 

पनुीतच्या वडीलांना कानपरूला पोहोचण्यासाठी जास्त वेळ किवा कमी वेळ लागेल ? त्याविषयी विचार करा.

जरी ही समस्या मागील उदाहरणासारखीच दिसत असली तरी ही समस्या तीनचा नियम 
वापरून सोडविता येणार नाही !

जेव्हा वेग वाढतो तेव्हा प्रत्यक्षात प्रवासासाठी लागणारा वेळ कमी होतो. म्हणनू ही समस्या  
50 : 2 :: 75 : __  यासारखी लिहीता येणार नाही.

 	कती 2: बाजारात जा आणि एकाच शांपचू्या वेगवेगळ्या आकाराच्या शांपचू्या भां�ाच्या किमती गोळा 
करा आणि खाली दिलेल्या सारणीप्रमाण ेएक कोष्टक तयार करा. शांपचू ेआकारमान (घनफळ) ह ेकिमतीच्या 
प्रमाणात आह ेका ते पहा.

भांडे घनफळ किमत

बंद पाकिट 6 मि.ली. `2

लहान बाटली 180 मि.ली. `154

मध्यम बाटली 340 मि.ली. `276

मोठी बाटली 1000 मि.ली. `540
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वरील कोष्टकातील नमनु्याच्या गणुोत्तराची तलुना करूया. एका बंद पाकिटाच्या घनफळाच े एका छो�ा 
बाटलीच्या घनफळाशी असणार गणुोत्तर 6:180 आह.े त्यांच्या किमतीच ेगणुोत्तर 2:154 आह.े ही गणुोत्तरे प्रमाणात 
आहते का ?

	 किमतीच ेगणुोत्तर ह ेघनफळाच्या गणुोत्तराशी प्रमाणात नाही असे तमु्हाला का वाटते ? 

गणिती बोल
कंपनी आणि ग्राहकांसाठी वेगवेगळ्या आकाराच्या बाटल्यांच ेफायद ेआणि तोटे यावर चर्चा 

करा. पर्यावरणीय प्रभाव कमी करण्यासाठी तमु्ही कंपनी आणि ग्राहकांना काय शिफारस कराल, इतर 
उत्पादनांच्या बाबतीतही असचे घडते का ? 

बाजारातील इतर उत्पादनांसाठीही असचे कोष्टक बनवा, ज्यामध य्े एकाच उत्पादनांच्या वेगवेगळ्या मापांसाठी 
वेगवेगळ्या किमती काढा. उदाहरणार्थ तादळू किवा पीठ.

उत्पाद‌नांच्या किमती या वेगवेगळ्या मापांच्या प्रमाणात आहते याच ेनिरीक्षण करा.

वर्गामध य्े एकाच / सारख्याच उत्पादनांच्या किमतींच्या मापांशी असलेल्या प्रमाणाची चर्चा करा.

शिक्षकांना सचूना : विद्यार्थ्यांना एक प्रकल्प द्या. वर्गाच ेगटामध य्े विभाजन करून सरुुवात करा. प्रत य्ेक गटाने 
एका दकुानात जावे आणि एकाच / सारख्याच उत्पादनाच्या वेगवेगळ्या मापांच्या किमती गोळा कराव्यात. 
उदाहरणाथर् त्यांनी 500 ग्रॅम तादळू, 1 किलो तादळू आणि 10 किलो ताद‌ळाच्या किमती लिहन ठेवाव्यात. 
त्यांनी मापाच ेआकार आणि किमती असलेले कोष्टक बनवावेत आणि ते उर्वरीत वर्गासमोर सादर करावेत. 
त्यांनी किमती प्रमाणात आहते की नाही आणि का यावर चर्चा करावी.

7.5 देवाणघेवाण, परंतु समान नाही ! [Sharing, but not Equally!]	          

 	कती 3: एक जोडी तयार करा. मोजता येण्याजोग्या 12 
वस्तू किवा कागद गोळा करा. (ते नाणी, बीया किवा खडे 
अस ूशकतात.) आता त्या तमुच्या दोघांमध य्े वेगवेगळ्या 
प्रकार वाटून घ्या.

 	 जर तमु्ही त्यांना समान प्रमाणात विभागले तर तमुच्या 
प्रत य्ेकाच्या कागदांच्या संख य्ेच े गणुोत्तर किती असेल ? 
तमु्हाला प्रत य्ेकी 6 कागद मिळतील तर गणुोत्तर 6:6 किवा 
सर्वात साध्या रुपात 1:1 आह.े

	 आता समान वाटणी करू नका.

 	 जर तमुच्या जोडीदाराला 5 कागद मिळाले तर तमु्हाला किती वस्तु मिळतील ? कागदांच े गणुोत्तर  
किती आह े?
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तमुच्या जोडीदाराच्या कागदांच ेतमुच्या कागदांशी असलेले गणुोत्तर 5:7 आह.े

  आता, जर तमु्हाला दोघामध य्े 3:1 या प्रमाणात कागद वाढून घ्यायच ेअसतील तर तमुच्या प्रत य्ेकाला किती 
कागद मिळतील ?

कागदांची वेगवेगळ्या प्रकार वाटणी करा आणि कोणते संयोजन 3:1 च्या गणुोत्तरात आह ेह ेपहा. 

कागद ह े3:1 या गणुोत्तरात वाटण्याचा एक प्रकार खालीलप्रमाण ेआह.े

1. 	त मुचा जोडीदार 3 कागद घतेो आणि तमु्ही 1 कागद घ्या. आता 8 कागद शिल्लक आहते.

2. 	त मुचा जोडीदार 3 अधिक कागद घतेो आणि तमु्ही 1 अधिक कागद घ्या. आता 4 कागद शिल्लक आहते.

3. 	त मुचा जोडीदार 3 अधिक कागद घतेो आणि तमु्ही 1 अधिक कागद घ्या. आता आणखी कागद शिल्लक 
राहात नाही.

म्हणनू तमुच्या जोडीदाराला एकुण 9 कागद आणि तमु्हाला 3 कागद मिळतात.

जेव्हा आम्ही दोन व्यक्तीमध य्े 12 कागद 3:1 या गणुोत्तरात विभागतो एका व्यक्तीला 9 कागद आणि दसुऱ्या 
व्यक्तीला 3 कागद मिळतात.

12

3 1:

:9 3

12 ची 3:1 या गणुोत्तरात 
वाटणी

"परू्ण' ह े12 आहे

"परू्ण' ह े4 आह.े (=3+1) आणि 12 
ही 4 ची तिप्पट आहे

"भाग' ह े3:1 च्या गणुोत्तराच्या 3  
पट आहे

× 3× 3

  आता जर तमु्हाला तमुच्या दोघांमध य्े 4:3 या गणुोत्तरात 42 कागद वाटायच ेअसतील तर ते तमु्ही कसे कराल ?

समान प्रक्रिया वापरण्यास बराच वेळ लागेल ! विशिष्ट प्रमाणात भागांसह संपरू्ण भाग वाटप करण्याचा एक 
सोपा मार्ग आह.े

तमु्हाला 42 ह ेगटांमध य्े विभागण ेगरजेच ेअशाप्रकार आह ेकी तमुच्या जोडीदाराला 4 गट मिळतील आणि 
तमु्हाला 3 गट मिळतील.

 	 प्रत य्ेक गटाचा आकार किती ? जर तमुच्या जोडीदाराला 4 गट मिळाले आणि तमु्हाला 3 गट मिळाले तर 
एकूण गटांची संख्या 7 आह ेम्हणनू प्रत य्ेक गटाचा आकार 42 ÷ 7 = 6 आह.े
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जेव्हा तमु्ही 42 कागदांची 4:3 या गणुोत्तरात वाटणी करता, तेव्हा प्रत य्ेक गटाच्या आकाराने गटांच्या संख य्ेला 
गणुल्यास तमुच्या जोडीदाराला 24 कागद आणि तमु्हाला 18 कागद मिळतात.

42

4 3:

:24 18

4:3 या गणुोत्तरात 42 ची 
वाटणी

42 ह े"परू्ण' आहे

"परू्ण'ह े7 आह.े (=4+3) आणि 7 च्या 
6  पट ह े42 आहे

"भाग' ह े4:3 या गणुोत्तराच्या 6  
पट आहे

× 6× 6

सर्व सामान्यपण ेजेव्हा आम्हाला x ही राशी m:n या गणुोत्तरात विभागायची असते तेव्हा आम्ही खालीलप्र‌माण े
कृती करतो.

1. 	 आम्हाला दोन गटामध य्े 'x' ही विभागणी अशी गटामध य्े करावी लगेल की पहिल्या भागात m गट आणि 
दसुऱ्या भागात n गट असतील.

2. 	 परंत ुप्रत य्ेक गटाचा आकार किती आह े? x ला गटांच्या संख य्ेने भागनू ह ेकाढता येऊ शकते. गटांची संख्या 
m + n ही आह.े म्हणनू प्रत य्ेक गटाचा आकार x

m + n  हा आह.े

3. 	 म्हणनू पहिल्या भागात m × x
m + n वस्तू आहते आणि दसुऱ्या भागात n × x

m + n वस्तू आहते. 

अशाप्रकार जर आम्हाला x या राशीला m:n या गणुोत्तरात विभागायच ेआह ेतेव्हा भाग हे

 m × x
m + n आणि n × x

m + n  होतील. आम्हाला असे दिसनू येते की

m  ×  x
m + n : n  ×  x

m + n :: m : n.

  	 उदाहरण 11: प्रशांती आणि भवुन यानी त्यांच्या शाळेजवळ एक खाद्य पदार्थाचा व्यवसाय सरुु केला 
आह.े प्रशांतीने ` 75000 आणि भवुनने ` 25000 ची गुतंवणकू केली आह.े पहिल्या महिन्याच्या 
शवेटी त्याना ` 4000 नफा मिळतो. त्यांच्या गुतंवणकूीच्या सारख्याच गणुोत्तरात नफा वाटून घणे्याच े
त्यानी ठरविले आह.े प्रत्येक व्यक्तीला मिळणारा नफा किती ? 

	 त्यांच्या गुंतवणकूीच ेगणुोत्तर 75000: 25000 आह.े 

	ह  ेगणुोत्तर त्यांच्या साध्या रुपात आम्हाला 3:1 असे मिळते. 

	 3+1 ह े4 आह ेआणि 4000 ला 4 ने भागल्यास नफा आम्हाला 1000 मिळतो.
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म्हणनू प्रशांतीचा नफा 3 × 1000 आणि भवुनचा नफा (वाटा) 1 × 1000 आह.े

म्हणनू प्रशांतीला ` 3000 आणि भवुनला ` 1000 नफा मिळतो.

  उदाहरण 12: 40 किलोच्या एका मिश्रणात वाळू आणि सिमेंट याच ेगणुोत्तर 3:1 आह.े वाळूच ेसिमेंटशी 
गणुोत्तर 5:2 होण्यासाठी किती सिमेंट मिश्रणामध य्े मिळवाव लागेल ?

आता मळू मिश्रणातील वाळू आणि सिमेंटच्या राशी (मात्रा) काढा. 

गणुोत्तर 3:1 आह ेआणि एकूण वजन 40 कि. ग्रॅ. आह.े

म्हणनू वाळूच ेवजन 3
(3 + 1) × 40 = 30 कि.ग्रॅ. आह.े

सिमेंटच ेवजन 1
(3 + 1) × 40  = 10 कि.ग्रॅ. आह.े

नवीन मिश्रणातील वाळूच ेवजन सारखचे आह.े ते 30 इतके राहत. परंत ुवाळूच े सिमेंटशी असलेले नवीन 
गणुोत्तर 5:2 आह ेम्हणनू प्रश्न 5:2 :: 30:? असा आह.े

जर गणुोत्तर 5:2 आह ेतर दसुरे पद ह ेपहिल्या पदाच्या  25  पट आहते. म्हणनू नवीन गणुोत्तर ह े5:2 शी सममलू्य 
आह,े दसुरे पद ह ेनवीन गणुोत्तरामध य्े सधु्दा 30 च्या 25  पट आह.े

2
5  × 30 = 12

जर वाळूच ेसिमेंटशी असलेले गणुोत्तर 5:2 आह ेतर नवीन मिश्रणामध य्े 12 कि. ग्रॅ. सिमेंट असले पाहिजते. 
या अगोदरच 10 कि. ग्रॅ. सिमेंट तेथे आह ेम्हणनू आम्हाला मळू मिश्रणात 2 कि. ग्रॅ. सिमेंट मिळविण ेगरजेच ेआह.े

  शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 ` 4500 ह ेदोन भागामध्ये 2:3 या गणुोत्तरात विभागा.

2. 	वि ज्ञान प्रयोगशाळेमध य्े द्रावण बनविण्यासाठी आम्ल आणि पाणी ह े1:5 या गणुोत्तरामध य्े मिसळले आहते. 
जर एका बाटलीमध य्े 240 मि. ली. द्रावण असेल तर त्या द्रावणामध्ये आम्ल आणि पाणी किती असेल ?

3. 	हिरवा  रंग बनविण्यासाठी निळा आणि पिवळा रंग 3:5 या गणुोत्तरात मिसळलेला आह.े 40 मि. ली. इतका 
हिरवा रंग तयार करण्यासाठी ह े दोन रंग किती मात्रेत आवश्यक आहते ? हलक्या झळाळीचा हिरवा रंग 
बनविण्यासाठी मिश्रणामध य्े 20 मि.ली. पिवळा रंग मिसळला आह.े तर निळ्या आणि पिवळ्या रंगातील 
नवीन गणुोत्तर किती आह े?

4. 	म ऊ इडली बनविण्यासाठी तमु्हाला तादळू आणि उडीद डाळ ह े2:1 गणुोत्तरात मिसळण ेआवश्यक आह.े 
जर तमु्हाला उद्या सकाळी इडली बनविण्यासाठी 6 कप मिश्रण आवश्यक असेल तर किती कप तादळू आणि 
उडीद डाळ तमु्हाला आवश्यक आह े?

5. 	 लाल आणि पिवळा रंग 3:5 या गणुोत्तरात मिसळून मी एक बादली नारगी रंग बनविलेला आह.े मी या 
मिश्रणामध य्े आणखी एक पिवळ्या रंगाची बादली मिसळली आह.े तर नवीन मिश्रणातील लाल रंगाच े
पिवळ्या रंगाशी असलेले गणुोत्तर किती आह े?
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7.6 एककांचे रुपांतर : [Unit Conversions]

आपण आधी पाहिले आह ेकी प्रमाणातील समस्या सोडविण्यासाठी आपल्याला अनेकदा एका पध्दतीपासनू 
दसुऱ्या पध्दतीतील एकके रुपांतरीत करावी लागतात. तमुच्या संद‌र्भासाठी येथे कांही महत्वाची एकक रुपंातर 
आहते.

लांबी
					     1 मीटर  	=  	 3.281 फूट

क्षेत्रफळ

				    1 चौरस मीटर 	 = 	 10.764 चौरस फुट

				    1 एकर 		  =	 43,560 चौरस फुट  

				    1 हके्टर 		 = 	 10,000 चौरस मीटर

				    1 हके्टर 		 =	 2.471 एकर

घनफळ

			   1 मिली लीटर ( मि.ली.)	 = 	 1 घन सेंटी मीटर (घ.सें.मी.)

			   1 लिटर			   = 	 1000 मि.ली. किवा 1000 घ.सें.मी.)

तापमान

फॅर नहीट आणि सेल्सिअसमधील तापमानाच ेरुपांतर ह ेथोडे क्लिष्ट आह.े

0° C = 32°F आणि
फॅर नहीट = 95 × सेल्सिअस + 32

आणि

सेल्सिअस = 59 × (फॅर नहीट - 32)
उदाहरणार्थ 25°C ह े77°F आह.े

  शोधा पाहू. [Figure it out]

1. 	 अनघ हा 600 मि.ली संत्र्याचा रस 900 मि.ली सफरचदंाच्या रसात मिसळून एक फळाच े पेय बनवितो. 
संत्र्याच्या रसाच ेसफरचदंाच्या रसाशी असलेले गणुोत्तर त्याच्या साध्या रुपात लिहा.

2. 	 गेल्या वर्षी आम्ही शाळेच्या सहलीसाठी 3 बस गा�ा भा�ाने घतेलेल्या आहते. आमच्याकडे एकूण 
त्या सहलीला गेलेले 162 विद्यार्थी आणि शिक्षक होते आणि सर्व बस गा�ा भरलेल्या आहते. या वर्षी 
आमच्याकडे 204 विद्यार्थी आहते. आम्हाला किती बस गा�ा लागतील ? सर्व बस गा�ा भरलेल्या 
असतील का ?
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3. 	दि ल्लीच ेक्षेत्रफळ 1484 चौ. कि. मी. आणि मुबंईच ेक्षेत्रफळ 550 चौ. कि. मी. आह.े दिल्लीची लोकसंख्या 
ही अदंाजे 30 दशलक्ष आणि मुबंईची लोकसंख्या 20 दशलक्ष आह.े कोणते शहर जास्त गर्दीच ेआह े? तमु्ही 
असे का म्हणता ?

4. 	 155 सें. मी. उंचीच्या बगळ्याला त्याची मान आणि त्याच्या 
शरिराचा उर्वरीत भाग 4:6 या गणुोत्तरात आहते. तमुच्या उंचीसाठी 
जर तमुच्या मानेचा आणि शरिराच्या उर्वरीत भागाचहेी गणुोत्तर ह े
असेल तर तमुची मान किती उंच असेल ?

5. 	 लीलावतीमधील एका प्राचीन समस य्ेचा विचार करूया. 
त्यावेळी वजनेही पलस नावाच्या एककात मोजली 
जात असते आणि निस्कस ह े पैशाच े एकक होते. "जर  
21

2 पलस केशरची किमत 3
7  निस्कस आह,े असे तज्ञ व्यापारी !  

9 निस्कस किती केशर मिळू शकेल? ते जलदपण ेसांगा.”

6. 	  हरमन ही "1' वर्षाची एक मलुगी आह.े तिचा मोठा भाऊ "5' वर्षाचा आह.े जेव्हा तिच्या वयाच ेतिच्या 
भावाच्या वयाशी असणाऱ्या वयाच ेगणुोत्तर 1:2 असेल तर हरमनेच ेवय किती असेल ?

7.  	 समान घनफळाच्या सोने आणि पाणी याच्या वस्तुमानाच ेअसणार गणुोत्तर 37:2 आह.े जर 1 लिटर पाण्याच े
वस्तुमान 1 कि. ग्रॅ. असेल तर 1 लिटर सोन्याच ेवस्तुमान किती असेल ?

8. 	 1 एकर शेत जमिनीसाठी गाईच े 10 टन शणेखत घालण े ही चागली पध्दत आह.े एक शतेकरी  
200 फूट ×  500 फूट, आकाराच्या भखूडंामध य्े टोमॅटोची लागवड करण्याची योजना आखत आह.े त्याने 
किती खत खरेदी करावे ? (कृपया या प्रकरणातील अगोदरच्या एकक रुपांतराच्या भागाचा संदर्भ घ्या.)

9.  	 एका नळाला एक पिण्याच्या पाण्याच ेभांडे भरण्यासाठी 15 सेकंद लागतात. पिण्याच्या पाण्याच्या भां�ाच े
घनफळ 500 मि. ली. आह.े जर बादली 10 लिटर क्षमतची असेल तर त्याच नळाने बाद‌लीभर पाणी 
भरण्यासाठी किती वेळ लागतो ?

10. 	 एक एकर जमिनीची किमत `15,00,000 आह.े त्याच जमिनीच्या 2400 चौ. फूट जमिनीची किमत किती 
आह े?

11.  	एक ट्रॅक्टर एकाच शतेातील समान क्षेत्र ह ेबैलाच्या जोडीपेक्षा 4 पट वेगाने नांगरु शकतो. एका शतेकऱ्याला 
त्यांच े20 एकरच ेशते नांगरायच ेआह.े बैलाच्या जोडीला एक एकर जमीन नांगरण्यासाठी 6 तास लागतात. 
जर शतेकऱ्याने शेत नांगरण्यासाठी बैलाच्या जोडीचा वापर केला तर त्याला किती वेळ लागेल ? जर त्याने 
ट्रॅक्टर वापरण्याचा निर्णय घतेला तर त्याला किती वेळ लागेल ? 
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प्रयत्न करा

12. 	 `10 नाण ेह ेताबे आणि निकेल याचा मिश्रधात ूअसनू त्याला “क्युप्रो निकेल" असे म्हणतात. हा मिश्रधात ू
मिळविण्यासाठी ताबे आणि निकेल ह े3:1 या गणुोत्तरात मिसळले पाहिजेत. नाण्याच ेवस्तुमान 7.74 ग्रॅम 
आह.े जर प्रति किलो ग्रॅम ताब्याची किमत ` 906 आणि प्रति किलो निकेलची किमत  
` 1341 आह,े तर 10 रुपयाच्या एका नाण्यातील या धातूंची किमत किती आह े? 

�	 a:b या स्वरुपात असलेले गणुोत्तर असे दर्शवित की पहिल्या राशीच्या 'a' एककासाठी, दसुऱ्या 
राशीची 'b' एकके आहते. 'a' आणि 'b'  ही गणुोत्तराची पद ेआहते.

�	 जर त्यांची पद ेएकाच / सारख्याच अवयवानी बदलली तर म्हणजेच जर ad = bc तर दोन गणुोत्तरे 
a:b आणि c:d ही प्रमाणात असतात. (a:b :: c:d असे लिहीतात.)

�	 जर x ला m:n या गणुोत्तरातील दोन भागात विभागले तर पहिल्या भागाची राशी m × x
m + n

  
आणि दसुऱ्या भागाची राशी n × x

m + n
 ही असते.

सारांश [Summery]
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ती को�ाची वेळ 

बिनायरो [Binairo]

बिनायरी याला ताकुस ू असे सधु्दा म्हणतात, ह े एक साध्या नियमाच े तार्कि क कोडे आह.े बिनायरो 
ह ेसामान्यतः कोणत्याही विशिष्ट आकाराशिवाय एका चौरसाकृती जाळीवर खळेले जात. कांही पेशी दोन 
चिन्हांनी भरलेल्या असतात, येथे क्षितीज आणि उभ्या रेषा असतात. उर्वरीत पेशी रिक्त आहते. अशाप्रकार 
पेशी भरण्याच ेकार्य आह ेकी, 

1. 	 प्रत य्ेक पंक्ती आणि प्रत्येक स्तंभामध य्े आडव्या आणि उभ्या रेषाची संख्या समान असते.

2. 	 दोनापेक्षा अधिक आडव्या किवा उभ्या रेषा एकमकेांना संलग्न नाहीत.

3. 	 प्रत य्ेक पंक्ती अद्वितीय आह.े प्रत्येक स्तंभ अद्वितीय आह.े

कोडे उकल

खालील बिनायरो कोडी सोडवा.



189189



190190


	prilims Part - 1
	Chapter - 1
	Chapter - 2
	Chapter - 3
	Chapter - 4
	Chapter - 5
	Chapter - 6
	Chapter - 7



